


ВЛАСТИВОСТІ СТЕПЕНІВ 

( ~ )
Х 

а Х о - Х 1 
= -оа = 1 0 а = - 0 

Ь Х ' , а Х 

МНОГОЧЛЕНИ 

а2 - Ь2 = (а - Ь)(а + Ь); 
аЗ - ЬЗ = (а - Ь)(а2 + аЬ + Ь2 ); 

а З + ЬЗ = (а + Ь)(а2 - аЬ + Ь2 ); 

(а + Ь) 2 = а2 + 2аЬ + Ь2 ; 

(а - Ь)2 = а2 - 2аЬ + Ь2 ; 

(а + Ь)З = аЗ + 3а2Ь + 3аЬ2 + ЬЗ = аЗ + ЬЗ + 3аЬ(а + Ь); 
(а - Ь)З = аЗ - 3а2Ь + 3аЬ2 - ЬЗ = аЗ - ЬЗ - 3аЬ(а - Ь); 

ах2 + Ьх + с = а(х - хІ)(х - х2), де ХІ і Х2 -

корені рівняння ах2 + Ьх + с = О о 

ВЛАСТИВОСТІ АРИФМЕТИЧНОГО КОРЕНЯ 

Vab = r;Гa о Vb; i~ = ~ , (Ь ;t: О); ('Га) k = ~ а k ; . 

~'ia = n(а; ra = n~ak ; (Га)n = а, (а ~ О); 

2~a2n = lаl, 2n-~_a = _2n-(а, (а ~ О); 

ГаУ = lаl = { а, якщо а ~ О; 
- а, якщо а < О; 

r;Гa < Vb, якщо О:::; а < Ь о 



ТОТО)КПІ ПЕРЕТВОРЕННЯ 

ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ВИРАЗІВ 

пів відношення між тригонометричними функціями 

одного й того самого аргументу 

sin2 x + cos2 x = 1; 

tg х = sin Х , х =1= ~ + пп, n Е Z; 
cosx 2 

ctg х = _C?S Х , х =1= пп, n Е Z; 
SlnX 

tg х ctg х = 1; 

1 + tg 2 Х = 1 , 
cos 2 Х 

1 + ctg 2 Х = 1 
sin 2 Х 

х =1= nп n Е Z,' 
2 ' 

х =1= ~ + пп, n Е Z; 

, Х =1= пп, n Е Z. 

Формули додавання 

sin(x + у) = sin х cos у + cos х sin у; 
sin(x - у) = sin х cos у - cos х sin у; 
cos(x + у) = cos х cos у - sin х sin у; 
cos(x - у) = cos х cos у + sin х sin у; 

tgx + tg У 
tg(x+y) =. , х, у, Х+У=l= 1t +nn n Е Z· 

1 - tg Х tg У 2" 

t ( ) tg Х - tg У х - У =1= 2п + пп , Z g х - у = 1 + tg Х tg У , х, у, n Е . 

Формули подвійного аргументу 

sin 2х = 2sin х cos х; 

cos 2х = cos2 Х - sin2 х = 2cos2 Х - 1 = 1 - 2sin2 х; 

r 2 х = 2tg Х х =1= ~ + k ~ k Z 1t Z , 1 _ tg 2 Х ' 4 2' Е , Х =1= 2 + пп, n Е • 
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ВІД АВТОРІВ 

Алгебра і початки аналізу - навчальний предмет, в якому 
об'єднано навчальний матеріал кількох галузей математичної 
науки. 

Автори пропонованого підручника ставили за мету забезпе­

чити диференційоване навчання алгебри і початків аналізу. В 

ньому представлений навчальний матеріал для трьох рівнів 

навчання - середній рівень (рівень освітнього стандарту з 

математики), який оцінюється 4-6 балами, достатній, який 
оцінюється 7- 9 балами, і високий, який оцінюється 10-12 
балами. Поглиблений рівень передбачений для тих учнів, які 
мають можливість і бажання засвоїти алгебру й початки ана­

лізу в ширшому і глибшому обсягах . Перші два рівні разом 
становлять базовий рівень навчання . 

Відповідно до поставленої мети в підручнику диференці­
юється як теоретичний матеріал, так і система вправ. Крім 

теоретичного матеріалу, передбаченого чинною програмою, до 

підручника включено деякі питання теорії, що виходять за межі 
програми і розраховані на учнів, які бажають вивчати предмет 

на поглибленому рівні (числові послідовності, границя число­
вої послідовності, нескінченно малі й нескінченно великі по­

слідовності, основні теореми про границі числових послідовно­

стей та їх доведення; нескінченно малі функції і доведення ос­
новних теорем про границі функцій, комплексні числа). 

Система вправ підручника представлена на трьох рівнях. Літе­
РОЮА позначено вправи обов'язкового рівня, літеР0 Б - підви­
щеного рівня, літероюП] - поглибленого рівня складності. Для 
переважної більшості вправ у підручнику подано відповіді . 

3 метою закріплення, контролю й самоконтролю щодо ви­
вчення навчального матеріалу після кожного параграфа підруч­

ника пропонується система запитань і завдань. На кожне із 

запитань можна знайти пряму відповідь у тексті відповідного 

параграфа . 

Вивчення алгебри й початків аналізу широко спирається на 

знання, навички й уміння учнів, здобуті ними під час вивчення 
математики в 5-6-х класах і курсу алгебри основної школи. 

Тому природно виникають потреба і можливість у поточному і 
підсумковому повторенні здобутих раніше знань і вмінь. 

Автори сподіваються, що пропонований підручник сприя­
тиме засвоєнню алгебри й початків аналізу і бажають учням 

успіхів у цій важливій справі . 
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МАТЕМАТИЧНІ ПОЗНАЧЕННЯ 

N - множина всіх натуральних чисел 

Z - множина всіх цілих чисел 

Q - множина всіх раціональних чисел 

R - множина всіх дійсних чисел, числова пряма 

[а; Ь] - відрізок (замкнений проміжок) з кінцями а і Ь 

(а; Ь) - інтервал (відкритий проміжок) 

(а; Ь], Га; Ь) - півінтервал та піввідрізок (піввідкриті про-

rіжки) з кінцями а і Ь, а <Ь 

(а; +00), [а; + 00 ), (-оо ; Ь), (- оо; Ь] - нескінченні проміжки 

(-оо; + 00 ) - множина всіх дійсних чисел, числова пряма 
<а; Ь> - довільний проміжок з кінцями а і Ь, а < Ь 
Е - знак належності елемента до множини 

[х] - ціла частина числа х 

{х} - дробова частина числа х 

іхІ - модуль числа х 

JX - арифметичний квадратний корінь із невід'ємного 
исла х 

{(х) - значення функції { у точці х 
D ({) - область визначення функції { 
Е (П - область значень функції { 
sin х - функція синус 

cos х - функція косинус 

tg х - функція тангенс 

ctg х - функція котангенс 

arcsin х - функція арксинус 

arccos х - функція арккосинус 

arctg х - функція арктангенс 

arcctg х - функція арккотангенс 



ТРИГОНОМЕТРИЧНІ 
ФУНКЦІї 
Функції nотрібн.і Ile лише н.атуралістові, без liих 

тепер н.е обійдеться і соціологія. Взагалі, н.ин.і 

н.е.м.ає жодн.ої галузі людського зн.ан.н.я, куди 'іе 
входили б nон.яття про фун.кції та їх графї'lн.е 
зображеuн.я. 

К. Ф. л ебедин.цев 

§ 1 . Повторення і розширення 
відомостей про функції 

1. Означення функції. Зростаючі, спадні, парні і непарні 
функції. Матеріальна єдність світу виявляється у взаємозв'яз­

ку і взаємозумовленості різних явищ і процесів, що відбува­
ються в природі. Розглядаючи їх, доводиться враховувати за­

лежності одних змінних від інших. Наприклад, залежність 

шляху від часу, залежність кількості купленого товару на певну 
суму від ціни, залежність між площею круга і його радіусом . 

Необхідність вивчення на практиці залежностей між змінни­
ми різної природи привела до поняття функції в математиці . 

Залежність змінної у від змінної х називається ФУНК­

цією, ЯКЩО КОЖНОМУ знач~нню х відповідає єдине зна­
чення у. 

Функцію позначають або однією літерою латинського ал­
фавіту {, F, або за допомогою рівності у = {(х), яка символічно 
означає залежність між двома змінними. 

Змінну х називають незалежною, або аргументом, а змінну 
у - залежною. 

Значенням функції називається значення залежної змін­
ної у, якого вона набуває за деякого певного значення х. 

Множина значень, яких набуває незалежна змінна х, нази­
вається областю визначення функції. 

Множина відповідних значень залежної змінної у, яких вона 
набуває при всіх значеннях х з області визначення функції, 

називається областю значень, або областю зміни функції. 
Приклад 1. Залежність шляху S тіла, яке рухається рівно­

мірно, від часу t є функцією, що задається формулою S = So + vt, 
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у 

123456 х 

Мал. 1 

де 80 - початковий шлях; v - швид­
кість, яка є сталою в рівномірному русі. 

Приклад 2. Якщо учні групи, яка 
складається з 25 осіб, чергують протя­
гом січня, крім тих днів, які припада­
ють на неділю, то кожному з днів січня 

відповідає певний черговий. Незалеж­
ною змінною тут є дні січня, залеж­

ною - черговий. Маємо функцію, об­

ластю визначення якої є множина днів 

січня (без неділь), а областю зміни-
множина учнів групи. 

Приклад 3. Активна електрична енергія, яка затрачається 
3 колі змінного струму за час t, є функцією часу і за сталої 
ІОтужності Р виражається формулою W a = Pt. 
Окремо означається числова функція. 

Числовою функцією з областю визначення Х нази­
вається залежність, за якої кожному числовому зна­
ченню х з множини Х ставиться у відповідність єди­
не деяке число у. 

Нагадаємо основні способи задання функції: 1) за допомо­
'ою формули (приклади 1 і 3); 2) за допомогою таблиці (на­
rриклад, таблиці квадратів чисел, значень тригонометричних 
рункцій та ін.); 3) за допомогою графіка (наприклад, якщо 
ріксувати протягом кількох років висоту дерева, яке росте, 
'О, зобразивши по осі Ох вік дерева в роках, а по осі Оу -
ІИСОТУ В метрах, дістанемо графік функції) (мал. 1). Отже, 

графіком функції у = {(х) називається множина то­

чок М(х; {(х» координатної площини, абсциси яких 
належать області визначення функції, а ординати є 

відповідними значеннями цієї функції. 

Проте слід пам'ятати, що не завжди формула задає функ­

;ію. Наприклад, формула І = ~ (закон Ома) задає пряму про­
:орційність (функцію від И) за сталого опору в колі і змінної 
:апруги і обернену пропорційність (функцію від R ) за сталої 
апруги і змінного опору. Але якщо з цієї формули вирази-

и R, то R = ~ . Остання формула не задає функцію. Справ­
і, R - величина стала для даного провідника і не залежить 
і від напруги, ні від сили струму. Якщо напругу збільшити, 

априклад, у 2 рази, то в 2 рази збільшиться і сила струму, а 
ідношення напруги до сили струму не зміниться. Опір R є 
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функцією (прямою пропорційністю У = kx) довжини провідни­
ка за сталої площі поперечного пере різу і функцією площі по-

перечного перерізу (оберненою пропорційністю у = ~ ) за ста-
х 

лої довжини провідника: 

R = p-L 
S' 

де р - питомий опір матеріалу провідника (стала); l - довжи­
на провідника; S - площа його поперечного перерізу . 

Інколи функцію задають різними формулами на різних 
множинах значень аргументу (так звані кусково-задані функ­

ції). Наприклад, якщо турист був у дорозі 9 год і перші 5 год 
рухався зі швидкістю 4,5 км/год, потім відпочивав 0,5 год, а 
решту часу йшов зі швидкістю 4 км/год, то функцію шляху 8 

залежно від часу t запишемо у такому вигляді: 

{

4'5t, якщо О ~ t ~ 5, 
8 = 22,5, якщо 5 < t ~ 5,5, 

22,5 + 4(t - 5,5), ЯКЩО 5,5 < t ~ 9. 

Функція У = f(x) називається зростаючою, якщо 
більшому значенню аргументу відповідає більше зна­
чення функції, тобто для будь-яких двох значень ХІ і 
Х2 змінної Х, взятих з області визначення, і таких, щО 
Х2 > Хр справджується нерівність f(x 2) > f(x I ) . 

Функція у = f(x) називається спадною, якщо більшо­
му значенню аргументу відповідає менше значення 

функції, тобто для будь-яких двох значень Х 1 і Х2 
змінної х, взятих з області визначення, і таких, щО 

Х2 > ХІ ' справджується нерівність f(x 2) < f(x 1). 

Для дослідження функцій на зростання або спадання (на 
множинність), виходячи з їх означень, можна сформулювати 

алгоритм. 

Алгоритм дослідження функції на монотонність 

Щоб дослідити функцію на монотонність, треба: 

1) вибрати будь-які два значення Х1 і Х2 З області ви­
значення функції такі, щО Х2 > Хl; 

2) скласти різницю f(x2) - f(x l ) і з'ясувати (якщо це 
можливо), чи буде вона додатною (від'ємною) і, користу­

ючись означенням числової нерівності, переконатися, що 

f(x 2 ) > f(x l ) (f(x2 ) < f(x 1»· 
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у 

х 

Мал. 2 Мал. 3 

у зрос'гаючої функції графік піднімається вгору, у спад­

ної - опускається вниз . 

Серед функцій розрізняють парні й непарні функції. 
Спільною властивістю парних і непарних функцій є те, що 
областю визначення І<ОЖНОЇ з них Є множина значень х, си­

метрична відносно початку відліку, тобто точки О. 

Функція у = {(х) називається парною, якщо для будь­

якого значення х з області визначення значення (- х) 
також належить області визначення і справджується 

рівність {(-х) = {(х). 

Інак е кажучи , у парних функцій ЇХ значення для проти­

лежних значень аргументу рівні. Графік парної функції си­

метричний відносно осі Оу (мал. 2). 

Функція у = {(х) називається непарною, якщо для 

будь-якого значення х з області визначення значен­
ня (- х) також належить області визначення і справ­

джується рівність ({- х) = -{(х) . 

ГрафіІ< непарної функції симетричний відносно початку ко­

ординат (мал. 3). 
Прикладами парних функцій є У = х2 , У = Iх3 1 , а непар­

них - у = 2х, у = х3 • Областю визначення цих функцій є 
множина R, симетрична відносно початку координат, оскіль­
ки для будь-якого х з МНОЖИНИ R значення -х також нале­
жить R. Крім того , для перших двох функцій ( -х) = (-х)2 = 
= х2 =- f(x) і f( - x) = l- х31 = Iх3 1 = f(x), а для двох останніх -
f( - x) = 2(-х) = - 2х = - f(x) і f(-x) = (-х)3 = -х3 = - f(x). 

Функції у = гх і У = 2х - 3 не належать ні до парних,ні до 
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непарних функцій, оскільки для першої х? О (множина зна­

чень х несиметрична відносно початку О), а для другої функції 

хоч множина R і симетрична відносно О , але {(-х) і:- f(x) і 
f(-x) і:- - f(x). 

Алгоритм дослідження функції на парність 
і непарність 

Щоб дослідити функцію на парність чи непарність , тре­
ба: 

1) перевірити виконання умови : для будь-якого х з 
області визначення число (-х) також належить області 
визначення, тобто перевірити, чи є область визначення 

даної функції множиною, симетричною відносно початку 
відліку О; 

2) перевірити виконання умови: {( - х) = {(х ) чи {( -х) = 
= -{(х). 

2. Огляд властивостей основних видів функцій. Лінійна 
функція у = kx + Ь. 

Лінійною називається функція, яку можна задати 
формулою у = kx + Ь, де х - незалежна змінна, k і 

Ь - числа . 

Якщо Ь = О, формула лінійної функції набирає вигляду 

у = kx. Ця формула, якщо Ь = О, k і:- О , наприклад, k = 2, задає 
пряму пропорційність (мал. 3). Графіком лінійної функції є 

пряма (мал. 4). Лінійна функція виражає залежнос'гі між 

змінними різної природи. Наприклад : а ) залежність шляху 8, 

який пройде тіло під час рівномірного руху, від часу t визна­
чають за формулою 8 = 80 + vt , де 80 - початковий шлях; v -
стала швидкість; б) залежність довжини металевого стержня 

від температури t при нагріванні задають формулою l = lo + kt, 
де lo - довжина стержня, якщо t = О, Ji - коефіцієнт л і нійно­
го розширення; в) варті,сть N телеграми по Україні обчислюєть­
ся за формулою N = 5х + 5, де х - кількість слів, 5 (к .) -
вартість одного слопа , 5 (к . ) - тарифна оплата; г) вартість 

проїзду в таксі можна обчислити за формулою Р = 90 11. + 90, де 
11. - кількість кілометрів (відстань) , що проїхав пасажир , 

90 (к.) - вартість проїзду одного кілометра, 90 (к . ) - сума , 
яка автоматично фіксується на лічильнику, коли пасажир сідає 

в таксі (ціни умовні). 

Нагадаємо властивості лінійної функції . 
1) Областю визначення лінійної функції, ЯІ<ЩО вона задана 
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у 

Мал. 4 

х 

формулою у = kx + Ь без вказівки на 
характер залежності між змінними х і 

у, є множина R всіх дійсних чисел. 
2) Зростання чи спадання функції 

залежить від знака коефіцієнта k. 
ЯКЩО k > О, функція зростає. Доведе­
мо це, користуючись означенням зрос­

таючої функції. Справді, нехай Х2 > ХІ' 
де хі Е R, Х2 Е R. Тоді {(х2) - {(хІ) = 
= kX2 + Ь - kX 1 - Ь = k(x2 - хІ) > о, 
оскільки k > О і Х2 - хІ > О за умовою 
вибору k, хІ і х2 . Тому {(х2) > > ((хІ ) за 
означенням числової нерівності . 

Якщо k < О, лінійна функція спадна. Доведіть це самостійно. 
3) ЯКЩО k :;; О і Ь :;; О, лінійна функція не є ні парною, ні 

непарною. Справді, хоча для будь-якого х Е R і - х Е R (область 
визначення є множиною, симетричною відносно точки О), проте 
((-х) = -kx + b:;;f(x) і ((-х) = - kx + b:;;-f(x). 

Якщо k:;; О і Ь = О, лінійна функція є непарною, бо {(-х) = 
= -kx = -{(х). Графіком її за цієї умови є пряма, ЩО проходить 
через початок координат. Вона симетрична відносно початку 

координат. 

ЯКЩО k = О і Ь - довільне, лінійна функція парна, бо {(-х) = 
= ь = {(х). Графік її - пряма, паралельна осі Ох (або збігаєть­
ся з нею) і тому симетрична відносно осі Оу. 

Функція У = ~. Ця функція виражає обернено пропорцій­
х 

ну залежність. 

Оберненою пропорційністю називається функція, яку 
k 

можна задати формулою у х ' де х - незалежна 

змінна і число k "* О . 

Графіком функції у = ~ є гіпербола, яка складається з двох 
х 

віток. Гіпербола розміщується в І і ІІІ чвертях, ЯКЩО k > О і в 
ІІ та IV чвертях, якщо k < О (мал_ 5). 

Функція у = ~ виражає залежності між різними змінни-
х 

ми. Наприклад: а) залежність кількості купленого товару на 
задану суму грошей від ціни товару; б) залежність сили стру-

му від опору провідника за сталої напруги: 1= ~ (закон Ома); 
в) залежність між тиском газу і об'ємом, який він займає: 

k 
р = V (закон Бойля-Маріотта), де k - стала; г) залежність 

часу від швидкості руху t = ~, де s - сталий шлях, та ін. 
и 
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Нагадаємо властивості функції 
k 

у = х' 
1) Областю визначення і областю 

зміни функції є всі дійсні числа, за 

винятком нуля, бо X:F- О і y:F- О. 

2) Якщо k > О, функція У = ~ спа-
Х 

дає на множинах (-оо; О) і (О; +00). 
Доведемо, наприклад, якщо k > О і 
Х Е (-оо ; О), то функція спадає. 

Спр~ді, нехай Х2 > Xl' де Xl Е (-оо; 

О), Х2 Е (-оо; О). Тоді {(Х2) - ((Xl) = 

х 

Мал. 5 

k k k(x.-x2 ) 
= - - - = < О, бо Х • Х > О як добуток двох 

Х2 Х. Х.Х2 1 2 

від'ємних чисел; k> О, Xl - Х2 < О за умовою вибору k, Xl і Х2 • 

Тому {(Х2) < {(Xl)' Так само доводимо, якщо k > О і Х Е (О; +00), 
функція спадає, а коли k < О - зростає, якщо Х Е (-оо; О) і 

Х Е (О; +00). 
Д . 'U k О k oBeДlTЬ самостlИНО, що коли < ,то у = - зростає при 

Х Е (-оо; О) і Х Е (О; +00). Х 
3) Функція У = ~ непарна. Справді, областю визначення її є 

Х k k 
множина, симетрична відносно точки О, і {(-х) = - = - = -((х). 

-Х Х 

Графік функції у = .!. симетричний відносно початку коор­
Х 

динат. 

Функція у = х2• Властивості цієї функції випливають із 
властивостей степеня з парним натуральним показником. 

1) Областю визначення функції є множина всіх дійсних 
чисел, тобто Х Е R. Областю її зміни є множина невід'ємних 
чисел, тобто у Е [О; +00). 

2) На множині (-оо; О] функція спадає, а на [О; +00) - зростає. 

Доведемо, якщо Х Е (-оо; О], то функція спадає. Нехай Х2 > 

> Хр де Xl Е (-оо; О], Х2 Е (-оо ; О]. Тоді {(Х2) - {(Xl) = X~ - X~ = 
= (Х2 - Xl) х (Х2 + Xl) < О, бо Х2 - ХІ > О за умовою, Х2 + ХІ < О 
як сума двох чисел, з яких одне від'ємне, а друге недодатне. 

Тому {(Х2 ) < ((Xl)' 
Доведіть самостійно: якщо Х Е [О; +00), то функція У = х2 

зростає. 

3) Функція парна, оскільки область її визначення - мно­

жина, симетрична відносно О, і {(-х) = (-х)2 = х2 = {(х). 
Графік функції парабола, симетрична відносно осі Оу 

(мал. б). 
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у 

х 

4) Якщо х = О, то й у = О, тобто графік 
проходить через початок координат. 

За допомогою функції у = х2 виража­

ють залежність площі квадрата від дов ­

жини його сторони. На практиці у 

фізиці, техніці частіше застосовують 

функцію у = ах2 , де а - число. За допо­
могою цієї функції виражають, наприк­

лад: а) залежність площі круга від раді­

уса: S = nг2; б) залежність між кінетич­
ною енергією тіла і його швидкістю: 

2 

W k = m~ ; в) залежність шляху тіла, що 
Мал. 6 gt 2 

вільно падає, від часу: Н = - 2- (якщо 

опором середовища нехтувати). 

Графіком функції у = ах2 є також парабола, симетрична 
відносно осі Оу. Якщо а > О, вітки параболи напрямлені вго­
ру, якщо а < О - вниз. 

Форму параболи у = ах2 має ланцюг, що підтримує вися- ' 
чий міст за допомогою великої кількості стержнів (якщо ва­
гою ланцюга нехтувати); траєкторія снаряда, що летить; осьо­

вий переріз автомобільної фари; осьовий переріз вільної по­

верхні рідини під час обертання посудини з рідиною навколо 

її осі симетрії. 

Функція у = х3• Ця функція виражає, наприклад, залежність 
об'єму куба від довжини його сторони. Нагадаємо властивості 
цієї функції, що випливають із властивостей степеня з непар­

ним натуральним показником. 

1) Області визначення і зміни функції - множина всіх 

дійсних чисел. 
2) Функція зростаюча на всій області визначення. Справді, 

нехай Х2 > хр де ХІ Е R і Х2 Е Н. Тоді {(х2) - {(ХІ) = x~ - x~ = 

_ 2 2 _ [( Х +.1 Х )2 + 1. х2 ) - (Х 2 - ХІ) (Х2 + Х! Х2 + ХІ) - (Х2 - ХІ) 2 2 1 4 1 > 

> О, оскільки Х2 - ХІ > О за умовою вибору ХІ і Х2 ' сума 

( Х2 + ~ ХІ У + : Хі > о за будь-яких Х2 > ХІ З області визна­
чення. Тому {(х2) > {(ХІ)' тобто функція у = х3 - зростаюча. 

3) Функція у = х3 непарна, оскільки область її визначен­
ня - множина, симетрична відносно точки О. і {(- х) = (-х)3 = 
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у у 

у= 2іУ=" 
у=і" 

х 

Мал. 7 Мал. 8 

= -Х3 = -{(Х) . Графіком цієї функції є кубічна парабола, яка 
симетрична відносно початку координат (мал. 7). 

4) Якщо Х = О, то й у = О , тобто графік проходить через 
початок координат. 

На практиці використовують також функцію у = ах3 , яка 
має ті самі властивості, хоча коефіцієнт а дещо впливає на 
форму графіка (мал. 8). Графік у = ах3 використовують проек­
тувальники залізниць та автомобільних шляхів, якщо треба 

здійснити плавний перехід від прямолінійних до криволіній­

них ділянок шляху. 

Функція у = Гх. За допомогою цієї функції виражається, 
наприклад, залежність сторони квадрата від його площі s. 

Властивості функції у = гх випливають із властивостей 
арифметичного кореня. 

1) Області визначення і зміни функції - множина не­

від'ємних чисел, тобто Х Е [О; +00) і У Е [О; +00) . 
2) Функція У = гх зростає на всій області визначення. 

Справді, якщо Х2 > ХІ' де ХІ Е [О; +00) і Х2 Е [О; +00), то {(Х2) -

-{(ХІ) = гх; - гх; = (Гх; -Гх:)(Гх; +Гх:) = Х2 - Х 1 О 
гх; +Гх: гх; + гх: > , 

оскільки Х2 - ХІ > О за умовою вибору Хр Х2 і гх; + гх; > О 
як сума додатного і невід'ємного чисел. Отже, {(Х2) > ((ХІ)' 

тобто функція у = гх - зростаюча. 
3) Функція у = гх не належить ні до парних, ні до непар­

них функцій, оскільки її область визначення - множина, не 

симетрична відносно початку координат. 
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у 

у= 1-4Х+5 

х 

Мал. 9 Мал . 10 

4) Якщо х = О, то й у = О, тобто графік проходить через 
початок координат, а оскільки х і У - невід 'ємні, то він розмі­
щений у І чверті (мал. 9). Графіком є розміщена у І чверті 

вітка параболи, симетрична вітці параболи у = х2 (х ~ О) відносно 
прямої У = х. 

На практиці використовують функцію у = а гх . Зокрема, 
за допомогою цієї функції виражають залежність періоду Т 

малих коливань математичного маятника від його довжи-

ни l: Т = 2n Н, де g - прискорення сили тяжіння. 
Квадратична функція. 

Квадратичною називаєтьс~ функція, ЯІ~а задається 

формулою у = ах2 + Ьх + с , де а , Ь , с - дійсні числа, 
причому а ::І: О . 

За допомогою квадратичної функції виражають залежність 

положення тіла у будь-який момент часу в прямолінійно му 
. . aox t 2 

Рlвноприскореному PYCl: х = хо + voxt + -2- ' де хо - почат-

кова координата, иох -проекція початкової швидкості на 
вісь Ох, аох - проекція прискорення. 

Графіком квадратичної функції є парабола (мал. 10), вер -

шина якої міститься у точці МО з координатами хо = - :а ; 
у о = - Ь

2 

"4;ас . Це можна показати, якщо подати формул~ 
у = ах2 + Ьх + с так: 

у = ах2 + Ьх + с = а ( х 2 + ~ Х + ~ ) = 

=а((Х2 +2.~x+L) _ L+..f..J = 
2а 4а 2 4а 2 а 
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Ь 2 -4ас 
4а 

Звідси випливає, що графік квадратичної функції у = ах2 + 
+ Ьх + с можна дістати з графіка функції у = ах2 такими гео ­
метричними перетвореннями: послідовне паралельне перене-

сення параболи у = ах2 на - ~ одиниць вліво чи вправо по 
2а 

осі Ох залежно від того, яким буде знак числа - ~ , і пара-
2а 

лельне перенесення побудованого графіка по осі Оу вгору або 

ь 2 _ 4ас 
вниз на -

4а 

Ь 2 
- 4ас 

числа -
4а 

одиниць залежно від того, яким буде знак 

Функції У = [х] та у = {х}. Кожне дробове число можна 
подати у вигляді суми двох доданків, один з яких - ціле чис­
ло, а другий - невід'ємний правильний дріб. Наприклад: 10,7 = 

= 10 + 0,7; J2 :::: 1 + 0,41; 0,5 = О + 0,5; - 2,25 = - 3 + 0,75. 
Отже, 

за цілу частину числа х візьмемо найбільше ціле чис­

ло, яке не перевищує х 

Цілу частину числа х позначають символом [х], де х = n + 
+ q, nЕ Z, а О ~ q < 1. Очевидно, що [х] = n. 

При будь-якому х справджується подвійна нерівність 

[х] ~ х < [х] + 1. 
Формула у = [х], де [х] - ціла частина х, задає функцію, 

областю визначення якої є множина всіх дійсних чисел. 

Побудуємо графік функції у = [х] . З формул х = n + q, 
n Е Z, О ~ q < 1, [х] = n випливає, що коли О ~ х < 1, то у = О; 
якщо 1 ~ х < 2, то у = 1; якщо 2 ~ х < 3, то У = 2, якщо - 1 ~ 
~ x < О, то у = - 1 і т.д. Взагалі, якщо n~ х < n + 1, де n - ціле 
число, то у = n. Отже, на кожному з проміжків [n; n + 1) 
значення функції у дорівнює n (мал. 11). 

Графік, подібний до графіка функції у = [х], дістанемо, якщо 
зобразимо графtчно залежність між вагою вантажу і вартістю 

його перевезення, коли відомо, що за перевезення першої пов­
ної чи неповної тонни вантажу треба платити (умовно) 2 грн., 
а за кожну наступну повну чи неповну тонну - 1 грн. 

Дробовою частиною числа х називається різниця між 
цим числом і його цілою частиною. 
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Дробову частину числа х позначають {х}. 3 означення ви ­
пливає, що {х} = х - [х]. 

Наприклад, {9,7} = 9,7 - [9,7] = 9,7 - 9 = 0,7; {- 2,3} = 
= - 2,3 - [- 2,3] = - 2,3 - (- 3) = - 2,3 + 3 = 0,7. 

Формулою у = {х}, або у = х - [х] задається функція, облас­
тю визначення якої є множина всіх дійсних чисел. 

Будуючи графік у = {х}, враховуємо, що коли О $ х < 1, 
то [х] = О і формула у = х - [х] набирає вигляду у = х, а 
графіком функції у = {х} є частина прямої у = х. Якщо х = 1, 
то у = 1 - 1 = О, тобто відповідна точка графіка буде на осі Ох . 

Якщо 1 $ х < 2, то [х] = 1 і У = {х} = х - [х] = х - 1, тобто 
графіком функції на цьому проміжку буде частина прямої у = 
= х - 1. 

Взагалі, якщо n $ х < n + 1, де n Е Z, то [х] = n, а у = {х} = 
= х - n, тобто на кожному проміжку [n; n + 1) графіком функції 
у = {х} є частина прямої у = х - n (мал. 12). 

3. Побудова графіків функцій за допомогою геометричних 
перетворень відомих графіків функцій. У багатьох випадках 

графік певної функції можна побудувати за допомогою гео­

метричних перетворень (паралельне перенесення, симетрія 

відносно прямої, стиснення до осі, розтягування від осі та ін.) 
графіка відомої функції, через яку виражається дана . 

1. Нехай дано графік функції у = і(х). Треба побудувати 
графік функції у = -і(х) . Наприклад, треба побудувати графік 

функції у = -х2 , якщо відомий графік у = х2 • Тут У = і(х) = х2 , 
а у = - і(х) = -х2 • Області визначення обох функцій збігають­
ся, аргумент х - однаковий, а значення функцій у відрізня­

ються лише знаком. Це означає, що кожній точці Мо (хо ; уо)' 
що належить графіку у = і(х), відповідає точка м(хо ; - уо) на 
графіку функції у = -і(х), тобто точки шуканого графіка си­
метричні точкам графіка функції у = і(х) відносно осі Ох. Отже, 

у 
у= [х] 

2 

. 1 

-3 -2 -1 О 1 2 З 
wи&им 

х -4 -3 -2 -1 О 1 2 3 
-1 

-2 

-3 

Мал. 11 Мал . 12 
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графік функції у =_ - f(x) можна дістати з графіка відомої функції 
у = {(х) за допомогою відображення симетрії відносно осі Ох 

(мал. 1з5. 
2. Нехай відомий графік функції у = {(х), а треба побудува-

ти графік функції у = {(-х). Наприклад, відомий графік у = Гх. 
Треба побудувати графік функції у = .г:-;. Аргументи функцій 

у = {(х) і У = {(-х) різняться знаками. Нехай точка Мо (хо ; уо) Е 

Е ((х). Знайдемо координати відповідної точки М(х; у) Е {(-х). 

Введемо підстановку хо = - х, звідси х = -хо ' у = {(- х) = ((хо) = 

= Уо' Отже, точка М має протилежну абсцису і ту саму орди­
нату, тобто м(-хо ; Уо)' Це означає , що графік функції у = 

= {( - х) можна дістати з графіка функції у = {(х) за допомогою 

відображення симетрії його віднос-

_ но осі Оу (мал. 14). 
3. Побудувати графік функції 

у = {( І х l ), якщо відомий графік 
функції у = ((х). Наприклад, побу-

дувати графік функції у = 1; 1 ,якщо 
відомий графік функції у = ~ . 

. х 

Майже в усіх вправах, пов'язаних з 

мuдулем, доводиться звільнятися від 

модуля числа, користуючись його 

означенням: 

нl х І ) = { f(x), якщо х ~ О, 
((-х), якщох<о. 

Отже, 

нl х І ) = ~ = 1 ; , 
і х І -.L , 

-х 

якщо х > О, 

якщо х < О. 

Звідси випливає, що графік функ­

ції у = {( Іх l ) збігається з графіком 
фун.кції у = {(х), якщо х ~ О, і з гра­

фіком у = ((-х), якщо х < О. 

Для побудови графіка функції у = 

= 1;1 досить побудувати графік функ- ! 
17 

Мал . 13 

Дано: графік у = ({х) = 
= х2 • 
Побудувати графік функції 

у = - f(x) = -х2 • 

Алгоритм 

1) Побудувати графік 
у = ((х). 

2) Відобразити побудова­
ний графік симетрично 

відносно осі Ох. 
Дістанемо графік функції 

у = - f(x ). 



~ • о )( 

Мал. 14 

2. Дано: графік функції 

у = {(х) = гх . 
Побудувати графік 

у = {(-х) = Г-Х. 

Алгоритм 

1) Побудувати графік у = 
= ((х). 
2) Відобразити побудова­
ний графік симетрично 

відносно осі Оу. 

Дістанемо графік {(- х). 

у 

-
Мал. 15 

3. Дано: графік функції 

у = {(х) = ~. 
х 

Побудувати графік 

у = ((Іх l ) = 1;1 . 
Алгоритм 

х 

1) Побудувати графік у = 
= ((х) для х > о. 
2) Відобразити побудова­
ний графік симетрично 

відносно осі Оу. Об'єднан­

ня цих графіків є графіком 

у = {(іх І ). 

ції у = ~, якщо х > О, і графік функ­
х 

ції у = ~ , якщо х < о . Об'єднавши 
-х 

дві побудовані криві, ми дістанемо 

графік функції у = 1; 1 (мал. 15). 

Неважко довести, що функція у = 
= {(іхІ) парна. Справді, область ви­
значення її - множина значень х, 

симетричних відносно початку відлі-

ку, і { (І-хІ) = {( іхІ) = {(х). 
4. Побудувати графік функції у = 

= 1{(х)l , якщо відомий графік функції 
у = {(х). Нехай відомий графік 

функції у = 2х + 1, побудуємо графік 
у = 1 2х + 11. Врахуємо, що 

І {(х) 1= f {(х), якщо {(х) ~ о, 
1- {(х), якщо {(х) < о. 

Звідси випливає, що графік функ­

ції У = 1{(х)1 збігається з графіком 
функції у = {(х) на проміжку, де {(х) ~ 
~ О, і з графіком функції у = -{(х) на 
проміжку, де {(х) < о. 

Отже, для побудови графіка 

функції у = 1 2х + 11 досить побудува­
ти графік лінійної функції у = 2х + 
+ І, а ту частину прямої, яка розмі­

щена нижче від осі Ох, відобразити 

симетрично відносно осі Ох. Лама­

на, яка лежить вище від осі Ох, ' 
включаючи точку на цій осі, буде 

графіком функції у = 12х + 11 (мал. 16). 

5. Побудувати графіки функцій 
у = {(х) ± ь, де Ь > О, якщо відомий 
графік функції у = {(х). Області ви­
значення обох функцій збігаються, 

аргументи їх однакові, а значення 
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функцій відрізняються на Ь чи -Ь. 

Це означає, що всі точки, наприк­

лад, графіка у = {(х) + Ь мають ті 
самі абсциси, що і відповідні точки 

графіка у = {(х), а ординати збіль­

шені на Ь. Тому шуканий графік лег-

- ко дістати з графіка функції у = 

= {(х) за допомогою паралельного пе­

ренесення його у напрямі осі Оу 

на Ь одиниць вгору. 

Наприклад, графіки функцій у = 
= х2 ± 3 можна дістати з графіка 
функції у = х2 за допомогою пара-

J( 

Мал . 16 

лельного перенесення його на 3 оди- 4. Дано: графік функції 
ниці вгору для у = х2 + 3 і на 3 оди- < - у = {(х) = 2х.+ 1. 

. . _ 2 Побудувати графІК 
НИЦІ вниз для У - х - 3 (мал. 17). у = If (х)1 = 1 2х + 11. 

6. Відомий графік функції у = 

{(х). Треба побудувати графік 

функції у = {(х ± а), де а > О. На­
приклад, нехай відомий графік 

функції у = х2 • Побудуємо графік 

функції у = (х ± 2)2. 

Алгоритм 

1) Побудувати графік 
функції у = ((х). 
2) Відобразити симе.трично 
відносно осі Ох частину. 

нижчу від Ох. 

Розглянемо випадок побудови графіка функції у = {(х - а). 

Нехай Мо(Хо ; уо) Е ((х). Знайдемо відповідну точку М(х; у) Е 

Е {(х - а). Введемо підстановку: хо = х - а, звідси х = хо + а, 
у = {(х - а) = ((хо) = Уо' Отже, абсциса точки М(ХО + а; уо) 

на а одиниць більша від абсциси точки Мо(Хо ; уо)' а ордината 

та сама. Це означає, що будь-яка точка графіка функції у = 
= {(х) переходить у відповідну точку графіка функції у = 
= {(х - а) за допомогою паралельного перенесення її вправо 

у напрямі осі Ох на а одиниць. 

Обгрунтуйте самостійно побудову графіка у = {(х + а). 
Таким чином, графіки функцій у = (х ± 2)2 можна дістати з 

графіка функції у = х2 за допомогою паралельного перенесен­
ня його на 2 одиниці вправо по осі Ох, якщо У = (х - 2)2 і на 

2 одиниці вліво, якщо у = (х + 2)2 (мал. 18). 

7. Побудувати графік функції у = af(x), де а > О, якщо відо­
мий графік у = {(х). 
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у 

у=I+3 

• 
х 

Мал . 17 
5. Дано: графік функції 
у = {(х) = х2 • Побудувати І 
гpa~iK функції у = {(х) ± ь = 
= х ± 3. 

Алгоритм 

1) Побудувати графік У = ((х). 
2) Паралельно перенести 
побудований графік у на­
прямі осі Оу вгору на Ь 
одиниць, якщо у = (х) + Ь, 
і вниз на Ь одиниць, якщо 
У = {(х) - Ь. 

Мал. 18 
6. Дано: графік функції у = 
= {(х) = х2 • Побудувати гра­
фік у = {(х ± а) = (х ± 2)2 . 

Алгоритм 

1) Побудувати графік у = 
= (х). 
2) Паралельно перенести 
побудований графік у на­
прямі осі Ох вправо на а 
одиниць, якщо у = (х-а), 
і вліво на а одиниць, якщо 

у = {(х + а). 

Наприклад, побудуємо графік 

функції У = 3х3 і У = ~ х3 , якщо 
відомий графік функції У = х3 • 

Області визначення і аргументи 

обох функцій однакові. Значення 

функції при будь-якому х для функ­

ції У = af(x) в а разів змінюється 
порівняно з функцією У = f(x). Якщо 
а > 1, ордината збільшується в 

а разів, якщо О < а < 1 - зменшуєть­

ся в а разів. Тому графік функції У = 
= af(x) можна дістати з графіка 

функції У = = f(x) за допомогою роз­

тягування його в а разів від осі Ох, 

якщо а > 1, і за допомогою стиснен­
ня в а разів до осі Ох, якщо О < а < 1. 

Зокрема, графік функції У = 3х3 

можна дістати з графіка У = х3 за 
допомогою розтягування його від осі 

Ох у 3 рази, а графік функції У = 

= ~ х3 - за допомогою стиснення 
його до осі Ох у 3 рази (мал. 19). 

8. Відомий графік функції У = 
::':: f(x). Побудувати графік фУнкції 
у = f(ax), де а > О. 

Наприклад, за відомим графіком 

функції У = {х} побудуємо графіки 

функцій У = {2х} та У = Нх} . 
Оскільки над змінною х у другій 

функції виконується дія множення 

на число а, введемо підстановку і 

знайдемо координати точки М(х; У) Е 

Е f(ax), в яку перейде точка 

Мо(Хо ; уо) Е f(x). Нехай хо = ах, 

звідси х = ~ , У = f(ax) = [(хо) = Уо' 
а 

Отже, М( :0 ; Уо ) . Це означає, що 
будь-яка точка графіка функції У = 

= f(x) перейде у точку графіка функ-
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ції у = ((ах) з абсцисою 2 і тією 
а 

самою ординатою. Очевидно, якщо 

а > 1, абсциса точки М зменшуєть­
ся в а разів, а якщо О < а < 1 -
збільшується в а разів. Це означає, 

що графік функції у = f(ax) можна 
д,істати з графіка функції у = {(х) за 
допомогою його розтягування або 

стиснення до осі Оу. 
Графіки функцій у = {2х} та у = 

= {іх } зображено на малюнку 20. 

.. 
х 

Зауваження 1. Наведені вісім Мал. 19 
перетворень назвемо ?С~овними. Під . 7. Дано: графік функції 
час побудови графlЮВ складних у = f(x) = хЗ. Побудувати 
функцій OCHOВfli перетворення мож- І графіки у = af(x) = 3хЗ і 
на виконувати в будь-якій послідов- у = ' ~ хЗ. 
ності. І все-таки перетворення (5) і 3 
(6) доцільніше робити останніми, ос- , Алгоритм 

1) Побудувати графік у = f(x). 
2) Розтягнути його в а ра­
зів від осі Ох, якщо а > 1, 
стиснути до осі Ох в а 
разів, 'якщо О < а < 1. 

кільки стиснення і розтягування по­

будованих графіків (перетворення (7) 
і (8» зручніше виконувати від по-
чатку координат. 

Зауваження 2. Перш ніж вико­

нувати перетворення (6), треба пе­
ревірити, чи дорівнює одиниці у фор­

мулі функції коефіцієнт біля аргу­

менту х. Якщо ні, то слід перетво­

рити формулу на потрібний вигляд. 

Наприклад, щоб побудувати графік 

функції у = J2 - х , треба поперед­
ньо записати цю формулу у вигляді 

у = J- (х - 2) і перетворювати гра­
фік у такій послідовності: 1) побу­
дувати ~ідомий графік у = гх = f(x); 

2) побудувати графік у = J- х = ((-х); 
3) побудувати шуканий графік, ви­
конавши паралельне перенесення по-

переднього графіка у = J- х на дві 
одиниці вправо в напрямі осі Ох. 
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Мал. 20 
8. ~o: графік функції 

У = f(x) = {х}. 
Побудувати графіки у = 

=. f(ax) = {2х} і у = { ~x } . 
Алгоритм 

1) Побудувати графік У = f(x). 
2) Стиснути його до осі Оу 
в а разів, якщо а > 1, роз­
тягнути від осі Оу в а разів, 
якщо О < а < 1. 



ІСТОРИЧНА ДОВІДКА 

Ключовими поняттями математичного аналізу, початки 
якого вивчають у школі, є поняття функції, границі, похідної 

та інтеграла. 

Термін .функція» вперше запропонував у 1692 р. видатний 
німецький філософ і математик Гот фрі д В і л ь ге л ь м 
Лейбніц (1646-1716) для характеристики різних відрізків, 
що сполучають точки деякої кривої. Перше означення 
функції, яке вже не було пов'язане з геометричними уявлен­

нями, сформулював Йоганн Бернуллі (1667-1748) у 
1718 р. ПіЗtIіше, у 1748 р. дещо уточнене означення функції 
дав учень Й. Бернуллі Л еон ард Е й л е р (1707-1783). Ей­
леру належить і символ функції f(x). 

В означеннях Бернуллі й Ейлера функцію ототожнювали з 

аналітичним виразом (формулою), яким вона задається. 

Ейлер також вважав, що одну й ту саму функцію на різних 

множинах можна задавати різними аналітичними виразами. 

Ці так звані кусково-задані функції широко застосовуються 

на практиці. 

Уже за часів Ейлера стало зрозумілим, що ототожнення 
функції з її аналітич-ним виразом звужує саме поняття функції, 

бо, по-перше, одним і тим самим виразом можна задати різні 
функції, по-друге, не завжди функцію можна задати аналі­

тично. Вже Ейлер прирускав можливість задання функції лише 

графіком. 

Дальший розвиток математичного аналізу та практичне 

Леонард ЕЙЛЕР 
(1707-1783) 

застосування математики привели до 

розширення поняття функції. У 1834 р . 
видатний російський математик 
М. І. Лобачевський (1792-
1856) сформулював означення функ-
ції, в основу якого було покладено 
ідею відповідності: .Загальне понят­

тя вимагає, щоб функцією від х на­

зивати число, яке дається для кож­

ного х і разом з х поступово зміню­

ється. Значення функції може бути 
задане або аналітичним виразом, або 
умовою, яка подає засіб випробуван­

ня всіх чисел і вибору одного з них, 
або, нарешті, залежність може існу­
вати і залишатися невідомою •. 

Уже через три роки німецький 
математик Лежен Діvіхле 
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Йоганн БЕРНУЛЛІ 
(1667- 1748) 

Микола Іванович 
ЛОБАЧЕВСЬКИЙ 

(1792- 1856) 

(1805- 1859) зробив таке узагальнення поняття функції: «У є 
функція змінної х (на відрізку а ::; х ::; Ь), якщо кожному 

значенню х відповідає цілком певне значення у, причому не 

має значення, яким чином встановлена ця відповідність -
аналітичною формулою, графіком, таблицею чи навіть просто 

"' словами •. 
у другій половині ХІХ ст. після створення теорії множин 

до означення функції крім ідеї відповідності було залучено 

ідею множини, а тому сучасне означення функції формулю­

ють так: «Відповідність між множинами Х і У, при якій кож­

ному елементу х множини Х відповідає певний елемент у мно­

жини У, називають функцією»>. 

у ХХ ст. відбулося подальше розширення поняття функції, 

викликане потребами фізики. У 1930 р. англійський фізик 
П о л ь Дір а к (1902- 1984) ввів поняття так званої дельта­
функції, а в 1936 р. російський математик і механік С. Л. Со­
болєв (1908- 1990) увів ширше поняття узагальненої функції, 
яке охоплює і дельта-функцію. 

Отже, поняття функції розвивається і розширюється відпо­

відно до потреб розвитку математичної науки та її практично­

го застосування. 
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ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Що називається функцією? Як позначають функції? На­
вести приклади функцій. 

2. Що таке область визначення функції? 
3. Що таке область значень, або область зміни функції? 

Навести приклади. ' . 
4. Назвати основні способи задання функцій. 
5. Чи будь-яка формула задає функцію? 
6. Яка функція називається зростаючою? Навести приклади. 
7. Яка функція називається спадною? Навести приклади. 
8. Як дослідити функцію на зростання або спадання за до­

помогою означення? 
9. Яка функція називається парною? Навести приклади . 
. 10. Яка функція називається непарною? Навести прикла­

ди. 

11. Як дослідити функцію на парність чи непарність? 
12. Які властивості графіків парної і непарної функцій вам 

відомі? 
13. Яка функція називається лінійною? Який її графік? 
14. Назвати в~астивості лінійної функції. Довести одну з 

них. 

15. Навести приклади залежностей, які задаються за допо­
могою лінійної функції. 

16. Яка функція називається оберненою пропорційністю? 
прямою пропорційністю? Навести приклади залежностей, які 
задаються за допомогою цих функцій. 

17. Назвати властивості функції у = ~ . Довести властивість 
х 

непарності функції у = ~ . 
х 

18. Що є графік,Ом функції у = ~ ? 

19. Назвати властивості функції у = х2 • Довести властивість 
спадання цієї функції на множині (-оо ; О]. 

20. Назвати властивості функції у = х3 і довести властивість 
її зростання. Що є графіком цієї функції? ' 

21. Назвати властивості функції у = гх . Довести властивість 
зростання цієї функції. 

22. Яка функція називається квадратичною? Навести при­
клад залежності, яка задається за допомогою квадратичної 
функції. 

23. Що є графіком квадратичної функції? 
24. Довести, що вершиною графіка квадратичної функції є 

точка M(-~ , _ Ь 2 -4ас ) . 
2а 4 а 
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25. Побудувати графік функції у = [х]. 
26. Побудувати графік функції у = { х } . 

27. Назвати основні види перетворень при побудові графіків 
функції за допомогою графікі~ відомих функцій. 

28. Як побудувати графікй функцій у = - f(x), у = {(- х), 
якщо дано графік функції у = {(х)? 

29. Як побудувати графіки функцій у = If( x )1 і у = {( Іхl ), 
якщо дано графік функції у = {(х)? 

30. Як побудувати графіки функцій у = {(х) ± а, у = {(х ± а), 
якщо дано графік функції у = ((х) і а > О ? . 

31. Як побудувати графіки функцій у = kf(x) і у = f(kx), 
якщо дано графік у = ((х) і k > О ? 

А 

Б 

ІВ 

ВПРАВИ 1 

1. Знайти область визначення функції : 

2) у = ../ х - 2 ; 3) у = V Зх-5 . 
х+2 ' 

4) у = J х-5 ; 5) у = 2х ; 6) у = ~ х2 + Х - 2 ; 
2х+З х 2 -5х + 6 

7) у = _З_ . 8) y =~ __ l_ . 
x 2 - 1' х х-5 

9) у = гх + ../з - х; 10) у = х . 11) У = J16 - х2 
x 2 +x +l' 

12)y = J4 -l х l ; 

2-х 
15) у = V2х-б ; 

17) У = З 
4-Гхї 

13)у =_2_+_З- ;14)у = 4 ; 
х -l х+З J25- x 2 

16) у = I~I . 

18) У = ~ + V х - 2 + ----Lз ; 
х -

1 Тут і далі літерами А , lm , іП позначено вправи трьох рівнів 
складності: обов'язкового, підвищеного і поглибленого . 

у вправах на с. 25- 27 усі корені - арифметичні, де арифметичним 

коренем будь-якого натурального степеня з невід'ємного числа а 

називається невід'ємне число, n-й cTeniHb якого дорівнює а . 
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19) У - 5 + 1 . 
- J9-lxl х-5 ' 

2 1 20) У =-- + - . 
Iхl-1 х 

2. Дослідити на парність і непарність функцію: 

А 

2) у = х2 - 2; 

4) у = х + ~; 6) у = if;2 . 

Б 

• • 

7) у = х4 - 2х2 + 3; 8) у :;: Гх; 9) у = V;; 
х 2 _х 

10) У = х3 
- 5х + 1; 11) у = х -1; 12) у = х2 - іхІ . 

14)у = ~; 
х 

15) у = ~. 
х-з' 

17) y=JX2

x
+1 ; 18) у = ~1 + х + ~1- х . 

3. Побудувати графік функції: 

А 

1) у = 1... 2) у :;: _ 1_ . 3) у = _ 1_ . 4) у = г . 
х ' х+2 ' х-2 ' "х , 

5) у = - Jx + 1 ; 6) у = - Jx - 1; 7) У = I~I ; 8) у = Іх - 31; 

9) у = Іх + 31; 10) у = х3 ; 11) У = Iх3 1 + 4; 12) У = ~ Iх3 1 + 4; 

13) У = х2 - 5х + 6; 14) у = х2 - 5 1х l + 6. 

Б 

15) у = 2~x; 16) у = Jl- х; 17) у = (х + 3)3 + 1; 

18) У = Iх2 - 5х + 61; 19) у = 2 - J - х; 20) у = 1 2х + 31; 

21) Y= (lxl-~Y +1; 22)у= (2х + 1)2; 23)у = Iх3 - 1 1- 3; 
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• • 
24) У = 2~x + 3; 

2-х 
25) у = 3х+l; 26) у = _ 3 _ . 

3х-2 ' 

27) у = J2 - x; 28) у = J2x - 1 + 3; 29) У = 2J1 - 3x; 

30) у = 1 2х - 31; 31) у = -(х - 1)3; 32) У = 2 - J1-1 х І ; 

33) у = 1:1 ; 34) У = Іх + 11 - х; 35) у = ~(x + 2)2 + ~(x _ 2)2 . 

§ 2. Тригонометричні функції кута 
у курсі геометрії 8-го класу було введено означення сину- -

са, косинуса і тангенса гострого кута як відношення сторін у 
прямокутно му трикутнику. 

Синусом гострого кута а прямокутного трикутника 
(позначається sin а) називається відношення проти­
лежного катета а до гіпотенузи с (мал. 21). 

. а Sln а =­
с 

Косинусом гострого кута а прямокутного трикутника 
(позначається cos а) називається відношення прилег­

лого катета Ь до гіпотенузи с. 

І cos а = % І 
Тангенсом гострого кута а прямокутного трикутника 
(позначається tg а) називається відношення проти-
лежного катета а до прилеглого Ь. . 

tg а = ~ 
Ь 

Було доведено, що синус і косинус гострого кута трикут­

ника залежать лише від міри кута і не залежать від довжи­
ни сторін трикутника, його розміщення, тобто синус, косинус, 
а отже, і тангенс є функціями міри кута . Пізніше для кутів від 

ОО до 1800 означення цих функцій було введено за допомогою 
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кола з радіусом R у системі координат (координатний спосіб 
означення). 

Синусом кута а називається відношення ординати у 
точки Р а(Х; у) кола до його радіуса R (мал. 22). 

І sin а = "* 
Косинусом кута а називається відношення абсциси Х 

точки Ра(х; у) кола до його радіуса R . 

І cos а = t 
Тангенсом кута а називається відношення ордина­
ти у точки Р а(Х; у) кола до абсциси Х цієї точки. 

І tg a=-f 

Для tg а кут а = 900 виключають, бо при а = 900 абсциса 
дорівнює о, а ділити на О не можна. 

При такому означенні тригонометричних функцій sin 900 =1, 
cos 900 = о, sin 1800 = о, cos 1800 = - 1, tg 1800 = о. Якщо взяти 
до уваги, що промені, які збігаються, утворюють кут оо, то 

sin ОО = О, cos оо = 1, tg ОО = о. 
Нагадаємо, що для будь-якого кута ОО < а < 1800 

sin (1800 - а) = sin а, cos (1800- а) = - cos а. Для кута а "# 900 
tg (180~ - а) = - tg а. 

в 
у 

Р, х 

A~,,--"'C 
ь 

Мал. 21 Мал . 22 
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Котангенсом кута а називається відношення 
абсциси х точкиР а(Х; у) кола до ординати у цієї точки. 

І ctg а = -; 

Якщо будь-який кут розглядати як фігуру, утворену обер­
танням променя навколо початкової точки у двох можливих 

напрямах (додатному, проти годинникової стрілки і від'ємно­

му, за годинниковою стрілкою), то введені означення тригоно­

метричних функцій можна розширити на будь-які кути. 

sin а = .JL cos а = .Е. tg а = .!L 
R R х 

ctga = ~ 
у 

cos 900 = О sin 1800 = О cos 1800 = - 1 tg 1800 = О 
sin ОО = О cos оо = 1 tg ОО = О 
sin (1800 - а) = sin а cos (1800 - а) = - cos а 
tg (1800 - а) = - tg а, де а -:І- 900 

Кути довільного розміру описують стрілки годинника, точ­

ки обертових частин механізмів тощо. 

Приклад 1. Записати кут ~ у вигляді ~ = а + 3600 n, де n Е Z, 
а - додатний кут, менший від 3600, якщо: 

1) ~ = 20000; 2) ~ = - 4900. 

Р о з в' я з анн я. 1) Поділимо 20000 на 3600. Отже, даний 
кут складається з 5 повних обертів і ще 2000. Тому ~ = 20000 = 
= 2000 + 3600·5, n = 5, а = 2000. 

2) З рівності - 4900 = а + 3600 n знайдемо умову, яку має 
задовольняти n, щоб кут а був додатним. Розв'яжемо останнє 
рівняння відносно а : а = - 4900 - 3600 n. 

За умови а > О маємо: - 4900 - 3600 n > о. Розв'яжемо цю 

нерівність 

<-lШ 
36 

490· 
відносно n: 3600 n < - 4900., n < - -- або n < 

360 · , 

Найближче ціле число n, яке задовольняє цю нерівність, є 
n = - 2. З рівності а = - 4900 - 3600 n знайдеМ9 а, підставляючи 
значення n. Маємо: а = - 4900 - 3600. (- 2) = - 4900 + 7200 = 
= 2300. Отже, - 4900 = 3600 . (- 2) + 2300, n = - 2, а = 2300. 

Приклад 2. Стрілки годинника показують рівно 12 год. Через 
який найменший інтервал часу хвилинна стрілка знову сумі­

ститься з годинною? 
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р о з в' я з анн я. Хвилинна стрілка робить повний оберт, 

тобто повертається на кут у 3600, за 60 хв. Тому за 1 хв вона 

повертається на з~g· = 60. Годинна стрілка робить повний 
оберт за 12 год, або за 720 хв. Отже, за 1 хв вона повертається 

360· 
на 720 = 0,50. 

Коли годинник показує 12 год, то найменший відмінний 
від нуля кут між годинною і хвилинною стрілками дорівнює 

3600. Позначаючи шуканий інтервал часу у хвилинах через х, 

дістанемо рівняння 6х - ~ х = 3600. Звідси х = 65 151 (хв), або 
5 1 год 511 хв. 

Отже, хвилинна стрілка суміститься з годинною щонаймен­

ше' через 1 год 5 151 хв. 
'у геометрії термін «кут» використовують для позначення 

двох понять: 1) геометричної фігури, утвореної двома проме­
нями зі спільним початком; 2) величини, що характеризує міру 
відхилення одного променя від іншого (00$ а $ 1800), або однієї 
прямої від іншої при їх перетині (ОО $ а $ 900), або кута поворо ­

ту (-оо < а < + 00). 
Коли йдеться про аргумент тригонометричної функції, то 

термін «кут ,) (синус кута, косинус кута) використовують у ро­

зумінні величини, а не фігури. 

Відомо, що кожному центральному куту відповідає певна 
дуга кола заданого радіуса. Якщо розгорнутий центральний 

кут поділити на 180 рівних частин (кожна частина називаєть­

ся градусом), то і відповідна дуга (півколо) також поділиться 

на 180 рівних частин. Величину кожної з дуг, на які розіб'ється 
півколо, також називають градусом. Інколи для кута викори­

стовують термін «кутовий градус», а для дуги - «дуговий 

градус». 

Існують різні системи вимірювання кутів і дуг. Крім граду­

са, його частин (мінути, секунди) в геометрії як одиницю ви­
мірювання кутів використовують прямий кут. Цю одиницю 

позначають літерою d. Наприклад, кут а, що дорівнює 300, в 
1 

одиницях прямого кута позначають так: а = "3 d. 
В астрономії за одиницю вимірювання кутів узято кутову 

Ц u 1 
годину. е кут, якии становить "6 частину прямого. 

'у техніці за одиницю вимірювання кутів взято повний оберт. 

Ідеться про число обертів вала, шківа, махового колеса тощо. 
В артилерії кути вимірюють у так званих поділках куто-

. В . ,1 б 
МІра. елика ПОД1Лка КУТОМІра - це 60 частина повного о ер-
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ту. Мала поділка кутоміра дорівнює l~O частині великої поділ­
ки . Кут, виміряний у таких одиницях, записують так: 28- 32, 
що означає 28 великих і 32 малих поділ ки кутоміра. 

Моряки вимірюють кути в румбах. Ця одиниця дорівнює 
1 . 16 частиНІ розгорнутого кута. 
у картографії в деяких країнах за одиницю вимірювання 

кутів узято град. Град дорівнює 2~O частині розгорнутого кута 
і позначається символом g. Наприклад, аов = 5К• 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Сформулювати означення тригонометричних функцій 
гострого кута у прямокутному трикутнику. 

2. Сформулювати означення синуса і косинуса довільного 
кута. 

3. Як означаються тангенс і котангенс кута? 
4. Які існують системи вимірювання кутових величин? 

ВПРАВ И 

4. Записати кут ~ у вигляді ~ = а + 3600 n, де n Е Z, а а -
додатний кут, менший від 3600, якщо: 1) ~ = -1800; 2) ~ = - 7800; 
3) ~ = 15800; 4) ~ = 72420; 5) ~ = -16900. 

5. Зобразити на колі у системі координат кут ~ = а + 3600 n 
при таких значеннях n і а : 1) n = 3, а = 400; 2) n = - 2, а = 300; 
3) n = 5, а = -250; 4) n = - 3, а = 480. 

6. Колесо машини за 2 с робить 6 обертів. Записати у граду­

сах кут, на який повернеться колесо за 1 с; 10 с. 
7. Через скільки хвилин після того, як годинник покаже 

3 год, хвилинна стрілка наздожене годинну? 

§ 3. Радіанна система вимірювання 
кутів і дуг 

у математиці, астрономії, фізиці, техніці використовують 

радіанну систему вимірювання кутів і дуг, яка має певні пере­
ваги перед іншими системами. Введення радіанної системи 

зумовлене певною властивістю дуг, які відповідають кожному 

центральному куту. Розглянемо два концентричні кола з ра­
діусами r1 і r2 (мал . 23) і два різні центральні кути аов = 
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Мал. 23 

= аО і L DOC = ~O З відповідними дугами II 
і l2' l~ і l~ . За відомою формулою довжи­
ни дуги маємо: 

nа
О r l • nа

О r2 • 

l1 = 1800 ' l2 = 1800 ' 

nАО ГI • nАО г 
ll' = 11-'80. ' l' - І-' 2 2 - 1800 . 

Поділивши обидві частини кожної з 
цих чотирьох рівностей на відповідний 
радіус, дrстанемо: 

l і ' А О l2' = ~AO ~ = nаО 

• -!... _ _ n_l-'_ . І-' 
r2 1800 ' rl 1800 ' r2 1800 ' 

. і l _ і 2 [' [' 
ЗВ1Дси - - - = т, -!... = ~ = n. Якщо аО > ~O , то т > n. rl r2 rl r2 

Отже, для даного центрального кута відношення довжин 

дуг концентричних кіл до довжин відповідних радіусів є вели­

чиною сталою. Це відношення залежить від кута, тому може 
бути характеристикою величини центрального кута: 

[ - = а. 
r 

Число а характеризує міру даного центра . .,~ :oгo кута. Якщо 

l = r, то а = 1. Тому 

в радіанній системі за одиницю вимірювання кутів j 

дуг взято такий центральний кут, для якого довжина 

відповідної дуги дорівнює довжині радіуса. 

Оскільки довжина півкола з радіусом r дорівн.ює nr, то ра ­

діанна міра розгорнутого кута дорівнює nr_ = n радіанів. Ера­
r 

ховуючи, що градусна міра розгорнутого кута становить 1800, 

а його радіанна міра дорівнює n радіанів, то 1 рад = ( 1 ~0 J ' 
n 

а 10 = 180 рад :::: 0,01745 рад. 

Нехай аО - градусна міра деякого кута, а а - його радіан­

на міра. Оскільки градусна міра кута, утвореного при одному 

оберті точки Ро(l; О), дорівнює 3600, а його радіанна міра дорів-

нює 2n то 3600 = k , аО а' 

З . nаО 
• О 

В1Дси а = 1800 1 а = а·180
0 

• n ,тобто ми ДІстали формули 

переходу від градусної міри кута до радіанної і навпаки . 
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Використовуючи ці формули для обчислення радіаННОІ І 

градусної мір кута, слід враховувати правила наближених об­

числень. Навіть тоді, коли наперед задати точне значення гра­
дусної чи радіанної міри кута (це може бути лише у теоретич­
них розрахунках), обчислені за формулами переходу значення 
будуть наближеними з точністю, яка залежить від вибору на­

ближеного значення числа л. 

Приклад 1. Визначити радіанну міру кута 1080. 
па" п-l080 З 

р о з в' я з анн я. Маємо а = 1800 ,а = 1800 = БЛ' Якщо 
З 

Л"" 3,14, то а"" "5 . 3,14 = 0,6·3,14 = 1,884"" 1,88 (рад), коли 
вважати, що градусна міра задана точним значенням. 

Приклад 2. Визначити градусну міру кута, радіан на міра 
якого наближено дорівнює 2,3 рад. 

1t 
при 

а-1800 2,З ·1800 
Р о з в' я з анн я. Маємо аО = 1t ,аО "" 

2,З ·1800 
л"" 3,14, аО"" З,14 "" 1320"" 1300. 

У радіанній системі не було введено позначення одиниці 

вимірювання, тобто позначення радіана. Тому, якщо кут як 
аргумент тригонометричної функції виміряний у радіанах, під 

знаком тригонометричної функції записують тільки числове 

значення міри кута. Наприклад, sin 2, cos ~ . 
Особливістю радіанної міри є й те, що її одиниця (один 

радіан) міститься у розгорнутому куті не ціле число разів, як 

наприклад 10, а ірраціональне: л"" 3,14. 
Перевага радіанної міри перед іншими полягає втому, що 

для малих кутів, виміряних у радіанах, справджуються на­

ближені рівності: sin а "" а, tg а"" а. 
Справді, нехай а = 30. За таблицею переходу від градусної 

міри до радіанної знаходимо, що 30"" 0,0524 рад. За таблицями 
значень тригонометричних функцій для кутів, виміряних у 

градусній мірі, sin 30 "" 0,0523. Якщо кут а виміряно у раді­
анній мірі, то sin 0,0524 "" 0,0523, тобто sin а"" а. 

у градусній мірі аналогічна наближена рівність sin 30"" 3 не 
має сенсу. Вказана перевага радіан ної міри широко застосо­

вується у математичному аналізі та інших науках. 

Перевага радіанної міри полягає ще і втому, що відома з 

геометрії формула довжини дуги, виміряної У градусах, l = 
1trao _ _ пг 2а О _ _ U . _ 

= 1800 І формула ПЛОЩІ сектора S = З60 0 У раДlaННlИ МІрІ 
аг2 _ 

спрощуються і мають вигляд l = ra, S = - 2- ' де r - раДІУС 

кола, а - радіанна міра дуги. 

2. ;\ 1 LII~i, l.o , 10 t.'Л зз 



Радіанна міра дає змогу ввести поняття тригонометричної 

функції довільного числового аргументу. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Що покладено в основу введення радіанної системи вимі­
рювання кутових величин? 

2. Що таке радіан? 
3. Які переваги й особливості радіанної системи вимірю­

вання кутових величин порівняно з іншими системами? 

4. Яка існує залежність між градусною і радіанною мірами 
кута? 

ВПРАВИ 

8. Записати у радіанній мірі кути: 150, 22030', 5Р, 157030' , 
1620. 

9. Записати у градусній мірі кути, виміряні у радіанах: 25Л; 
б7t 10л 5 ; - 5- ; 1,5; 2,50. 

10. Знайти кутову величину дуги в градусах, якщо її раді­
анна міра дорівнює: 

А 

Б 

• • 

А 

[m 

1) ~ . 
3 ' 

2) 2; 3) 34Л; 

4) .!І. . 
4 ' 

5) 2з7t; 6) 1Л2; 7) 7n; 

9) 0,5; 10) 0,75n; 11) 1,882. 

11. У якій чверті закінчується кут: 

1) ~ . 2) 3; 3) 1280? 
б ' 

4) 2160; 5) 7n; 6) 0,80? 
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Ш --
7) 21n . 8) 100' 4' , 9) - 0,25? 

12. Розв'язати задачу: 

А 

1) Зубчасте колесо, що має 56 зубців, повернулося на 
14 зубців проти годинникової стрілки. Виразити в радіанах 
кут повороту колеса. 

2) Визначити радіан ну міру дуги, довжина і радіус якої 

дорівнюють 17 см і 20 см, відповідно. 

3) Визначити довжину дуги кола з радіусом 25 см, якщо: 
а) радіанна міра дуги дорівнює 1,25 рад; 
б) градусна міра дуги дорівнює 1440. 

4) Знайти радіанну міру кута сектора, довжина дуги якого: 
а) втричі менша від периметра сектора; 

б) становить половину периметра сектора. 

§ 4. Тригонометричні функції 
числового аргументу 

Перш ніж вводити означення тригонометричних функцій 

числового аргументу, пригадаємо, що синус, косинус, тангенс 

і котангенс довільного кута не залежать від радіуса R кола. 
Тому покладемо R = 1, а відповідне коло назвемо одиничним 
(мал. 24). 

Виконаємо таку вправу: побудуємо на одиничному колі точ­

ки , на які відображується початкова точка Ро(1; О) під час 
повороту навколо центра кола на кут а радіанів, якщо: а) а = О; 
б) а = ~; в) а = - ~ ; г) а = - 1; г) а = 2. 

Р о з в' я з анн я. а) Числу О на одиничному колі (мал. 25) 
відповідає точка Ро(1; О) - початок відліку. 

б) Оскільки кут 900 дорівнює ~ рад, то, поділивши на 3 

кут ~ рад, матимемо кут обертання ~ рад, якому відповідає 
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у 

РІ 
Р.х. 

4 Р. 

PJ1;O) 

х 

Мал. 24 Мал. 25 

на колі точка Р!!. , щО відсікає ~ частину дуги Ро PJ!.. . 
6 2 

Т 
РоІ1;О) 

х 

в) Відомо; що кути, градусна чи радіан на міра яких вира­
жається від'ємним числом, відкладають від радіуса ОРО за.1'О-
динн:иковою стрілкою; розділимо прямий кут, тобто кут ~ рад 

навпіл і відкладемо кут - ~ від радіуса ОРО у IV чверті, діста­
немо точку P_J!.. . 

4 

г) Куту 1 рад відповідає дуга одиничного кола, довжина 
.. '.... . . R 1 . 1t 3,14 О 78 1t 

Я~ОІ ДОРІВнює раДІУСУ = ; ОСКІльки "4 :::: - 4- :::: , ,а"2:::: 

:::: з,~4 :::: 1,57, .. то точка Р! лежить вище від точки Рі. Точка 
Р- 1 буде симетричною їй відносно осі Ох і розміщена на оди­
ничному колі у IV чверті. 

1') Щоб знайти на одиничному колі точку Р2 , досить відкла­
сти від початкової точки у напрямі, протилежному рухові го­

динникової стрілки, дві дуги РоР! послідовно. 
Розв'язуючи цю вправу, помічаємо, що кожному дійсному 

числу а на одиничному колі відповідає -точка Ра' положення 
ЛRoГ:пrлежить від числа а. 

Кожній точці Ра на одиничному колі відповідають певні 
абсциса і ордината, які також залежать від а. 

Отже, маємо залежності між дійсним числом а і абсцисою 
та ординатою відповідної точки одиничного кола, на яку відоб­
ражується початкова точка Р 0(1; О) під час повороту навколо 
центра кола на кут а рад. Ці залежності дістали назву триго­

нометричних фУНI~цій числа, або тригонометричних функцій 
числового аргументу. 

Оскільки R = 1, то означення тригонометричних функцій 
як відношення ординати і абсциси до радіуса, які було введе­
но для довільних кутів а і R, спрощуються. 
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Синусом числа а називається ордината точки р оди-
а 

ничного кола, в яку переходить початкова точка 

Ро(l; О) під час повороту навколо центра кола на кут 
а рад. і позпач-аєтм;я BНl- a... 

Косинусом числа а називається абсциса точки р оди-
а 

ничного кола, в яку переходить початкова точка 

Ро(l; О) під час повороту навколо центра кола на кут 
а рад. НозиачаЄТЬСЯ - GОS , а.. 

Тангенсом числа а називається відношення sin а , а 
,cosa 

котангенсом числа а - відношення 

ються вони відповідно tg а і ctg а.. 
c?s а іпозна ча­
Slna ' 

Отже, за означенням, 

' І t = sin a І , g а cos a ' 
cosa ct b; а = - ,--­
sша 

Оскільки кожному дійсному числу х можна поставити у 

відповідність дійсні числа sin х і cos х, то вважатимемо, що на 
множині R задано функції у = sin х і у = cos х. Оскільки У = 

t sinx u·· 
= g х = cosx визначении дЛЯ ВСІХ х, КРІМ тих, при яких 

cos х = О, то кожному дійсному числу х, крім х = ~ + пл, 
n Е Z, відповідає єдине число tg х (значення у залежить від х), 
тобто вважатимемо, що задана функція 

у = tg х, де x;f. ~ + пл, n Е Z. 

Можна вважати, міркуючи аналогічно, що на множині R 
при x;f. пл, n Е Z задана функція у = ctg х. 

Для побудови графіків функцій у = tg х і У = ctg х та роз­
в'язування деяких інших задач доцільно ввести поняття «лінія 
тангенса. і «лінія котангенса •. 

Проведемо дотичну t до одиничного кола у точці РО (1; О) 
(мал. 26). . 

Для довільного числа а, якщо a;f. О, відповідна точка 
Р а( cos а, sin а) не лежить на осі Оу, а тому промінь ОР а пере­
тинає дотичну в деякій точці Та з абсцисою, що дорівнює 1. 

Для знаходження ординати точки Та скористаємось подіб­

ністю трикутників ОАР а і ОР оТа. 
3 подібності цих трикутників випливає, що 

РаА Т"РО 
ОА = ОРО = ТаРО = tg а. 
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Таким чином, ордината точки перетину прямої ОР а з пря­

мою t дорівнює тангенсу кута а. Тому дотична t дістала назву 
лінії тангенса. 

Щоб ввести поняття лінії котангенса, проведемо дотичну q 

до одиничного кола у точці Р!!.. (мал. 27). Для довільного чис-
2 

ла а, якщо sin а :f. О, відповідна точка Р а( cos а; sin а) не ле­
жить на осі Ох, а тому промінь ОРа перетинає пряму q у де­
якій точці Qa з ординатою, що дорівнює 1. Знайдемо абсцису 
цієї точки. 

Скористаємося рівнянням прямої, що проходить через по­
чаток координат. Воно має вигляд у = kx, де k = tg а. Оскіль­
ки ордината точки Qa дорівнює 1, то, підставляючи значення 
k і У = 1 у рівняння У = kx, дістанемо рівність 1 = xtg а . Звідси 

х = _ 1_ = ctg а. 
tgo. 

Таким чином, абсциса точки перетину прямої ОР а з пря­
мою q дорівнює котангенсу кута а. Тому дотична q дістала 
назву лінії котангенса. 

Оскільки кожному дійсному числу а на одиничному колі 

відповідає певна точка Ра' а цій точці відповідають певні аб,С­
циса cos а і ордината sin а, то областю визначення функцій 
у = cos х і У = sin х є множина всіх дійсних чисел R. Абсциса ' 
і ордината точки Ра одиничного кола змінюються від - 1 до 1, 
"І:ОМУ областю значень цих функцій є відрізок [- 1; 1]. 

Областю визначення функції у = tg х є множина всіх чисел, 
для яких cos x:f. О, тобто множина всіх дійсних чисел, крім 

чисел х = ~ + пп, де n - будь-яке ціле число, тобто n Е Z. 

у 

q 

Ро(1;О) 

х 

Мал. 26 Мал. 27 
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Областю визначення функції у = ctg х є множина всіх 
дійсних чисел, для яких sin X ;f:. о, тобто множина всіх дійсних 

чисел, крім чисел х = пп, де n Е Z. 
Областю значень функцій у = tg х і У = ctg х є множина 

всіх дійсних чисел. Справді, якщо а - довільне дійсне число, 

йому відповідає на лінії тангенса (див. мал. 26) точка Т а(1; уо) 
така, що tg L T аОХ = уо' а на лінії котангенса - точка 

Qa(Yo; 1) така, що ctg L QaOx = Уо (див " мал. 27). Отже, функції 
у = tg х і У = ctg х набувають будь-яких дійсних значень Уо' 

Приклад 1. Знайти знач.ення синуса, косинуса, тангенса і 
1t 

котангенса числа "3 . 

р о з в' я з анн я. Числу ~ на одиничному колі відпові­

дає точка Рд (мал. 28). Щоб знайти sin ~ і cos ~ , достатньо 
з 

знайти ординату і абсцису точки Рд • у прямокутному трикут­
з 

нику ОА Р.!!. L O Р.!!. А = п6 рад, або L O Р.!!. А = 300. Оскільки у 
3 3 3 

прямокутному трикутнику катет, що лежить проти кута 300, 

дорівнює половині гіпотенузи, то ОА = ~ . За теоремою Піфа-

гора, P-g- A = JOP-t - OA 2 ; P;'t A = J1-~ = J4~1 = ~. 
О . 1t гз 1t - 1 з ' t 
тже, Sln "3 = = - 2- ' cos "3 - '2 ' а означенням,' g а = 

= sin a tg 1tз cos a ' тому 
1t гз 

ctg "3 = -3- ' 

sin ~ 
3 = -- = 

cos~ 
3 

га 
- 2-

І 

'2 
.JЗ; ctg а = t: а ; 

Аналогічно можна знайти значення тригонометричних 

h'U 1t п . Ф 
(I'УНКЦlИ чисел 6" 4" що ДОРІВНЮЮТЬ тригонометричним унк-

ціям відповідних кутів У градусній і радіанній мірах. Доціль­
но пам'ятати ці значення, як і значення функцій для чисел 

(кутів) о, ~, 32п, 2n, оскільки їх часто використовують під ' 
час розв'язування задач. Значення тригонометричних функцій 
таких чисел (кутів) систематизовано у таблиці 1. 

Приклад 2. Знайти sin а, cos а, tg а, ctg а, якщо а = з4п. 
р О З в' я з анн я. Нехай точка Ра утворена з точки Ро(1; о) 

при' її повороті на кут 34п (мал. 29). Точки А і В - проекції 
точки Ра на осі абсцис і ординат. У прямокутному трикутнику 

РаАО L Pa. ОА = ~, тому 6.Ра АО - рівнобедрений. Оскільки 
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у у 

Рof1;О) 

х х 

Мал. 28 Мал. 29 

МаАО = = LlPt СО, то РаА = Рі С = sin ~ , АО = ас = cos ~ . 

В · ( б 1) . 1t - J2 . 1t - J2 3 !Домо див. та л, ,ЩО sш '4 - - 2- 1 cos '4 - - 2- ' а 

означенням, cos ех і sin ех є відповідно абсцисою і ординатою 

точки Р Тому sin ~ = J2 cos ~ = - J2 оскільки орди-
а ' 4 2' 4 2 ' 

нати точок ІІ чверті додаТ,ні, а абсqис'и - від'ємні, 

Таблиця 1 
. 

1t 2!. 1t 1t 1!!. 27t ех О 6 4 3 '2 1t 
2 

(ОО) (300) (450) (600) (900) (1800) (2700) 3600.) 

-

sin ех О 
1 J2 J3 1 О - 1 О 2 

- -
2 2 

cos ех 1 
Гз- J2 1 

О - 1 О 1 
2 2 2 , 

tg ех О 
гз 1 гз Не О Не О 3 

існує існує 

ctg ех Не гз 1 гз 
О Не О Не 3 

існує існує існує 
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sina 
За означенням, tg а = cosa' тому 

sin~ J2 
tg Зп = __ 4_ = _ 2_ = - 1' ctg ~ = _ 1_ = - 1. 

4 cos~ _ л · ' 4 tg ~ 
4 2 4 

Приклад 3. Дослідити зміну cos а при зростанні числа а від 
О до 2n. 

р о з в' я з анн я. За означенням, cos а є абсцисою точки 
Ра одиничного кола, в яку переходить початкова точка Ро(l; О) 
при повороті навколо центра кола на кут а рад. 

Якщо а збільшується від О до n (І і ІІ чверті), то абсциса 
зменшується від 1 до - 1. Отже, при зростанні аргументу від О -
до n функція косинус спадає від 1 до - 1. 

Якщо· а збільшується від n до 2 n (ІІІ і IV чверті), абсциса 
збільшується від - 1 до 1, тобто при зростанні аргументу від n 
до 2n фУНІщія косинус зростає від - 1 до 1. 

Аналогічно досліджують зміну функції синус. 

Характер зміни тангенса і котангенса легко дослідити, ко­
ристуючись лініями тангенС1і і котангенса. 

Приклад 4. Дослідити знаки синуса і котангенса у кожній з 
чотирьох координатних чвертей. 

р о з в' я з анн я. Можна скористатися одиничним колом 

'і означенням синуса числа. Відомо, що ординати точок у у І і 
ІІ чвертях додатні, тому синус чисел а , для яких відповідна 

точка Ра належить І і ІІ чвертям, додатний. 
Досліджуючи знак котангенса, можна скористатися лінією 

котангенса (мал. 30). Якщо врахувати, що значення котанген­
са додатні на промені, який розміщений справа від осі Оу, і 
від'ємні на промені, який розміщений зліва від осі Оу, то для 

чисел а, відповідна точка яких Ра належить І і ІІІ чвертям, 

котангенс додатний, а для тих, що Ра належить ІІ і IV чвер­
тям, - від'ємниЙ. 

Можна дослідити знак котанген­

са інакше: попередньо дослідити 
знаки синуса і косинуса. Тоді за 

означенням неважко встановити 

знаки котангенса. 

Знаки тригонометричних функ­

цій у координатних чвертях схема­

тично показано на малюнку 31 .. 
Приклад 5. На одиничному колі 

побудувати такі кути а, щоб: 

а) sin а = - 1; б) cos а = 0,5; 
в) tg а = 1,5; г) ctg а = - 2. 
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у 

sin а. 

х 

а 

у 

х 

б 

у 

х 

в 

Мал. 31 

р о з в' я з анн я . а) Ординату, 

що дорівнює - 1, мають кути 3
2
1t + 

+ 2nn, де n Е Z (мал. 32). 

б) Відкладемо на осі Ох відрізок 
завдовжки 0,5 і через кінець його 

проведемо пряму, паралельну осі Оу . 
Вона перетне одиничне коло у точ-

ках Р!! і P_!l ' ЦИМ двом точкам 
~ 3 

• . 1t • 
ВЩПОВlдають не лише кути (ХІ = 3" 1 

1t ~ . • • 
(Х2 = - 3" ' а и YCl кути, paДlaHHa Mlpa 

яких дорівнює ± ~ + 2nn, n Е Z . 

в) На одиничному колі побудує­

мо лінію тангенсів і на ній від точки 

РО відкладемо відрізок РО Т завдов­

жки 1,5 ( мал . 33) . Через кінець 
відрізка проведемо пряму ТІ , 5 О, яка 

перетне коло у двох точках РІ і Р2 • 

Шуканими є кути РООР І = (ХІ і 

РООР2 = (Х2' а також усі кути (ХІ + 
+ 2nn і (Х2 + 2nn, де n Е Z. Оскільки 
(Х2 = (ХІ + n,- то (Х2 + 2nn = (ХІ + n + 
+ 2nn = (XJ + (2n + l)n . 

Дві формули (Х1 + 2nn і (Х1 + (2n + 
+ l)n можна об'єднати в одну (ХІ + kn, 
де k Е Z . Отже, шуканими є кути 
виду (ХІ + kn, де k Е Z . 

г) На лінії котангенса вліво від 

осі Оу відкладемо відрізок Р!! С завдовжки 2 . Через кінець С 
- 2 

проведемо пряму СО, яка перетне коло у двох точках Р1 і Р2 ' 

Шуканими є кути РООРІ = (ХІ і РООР2 = (Х2 ' а також усі кути 

(ХІ + kn, де k Е Z . 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Сформулювати означення синуса і косинуса довільного 
числа. 

2. Як означаються тангенс і котангенс числового аргумен­
ту? Яка геометрична інтерпретація їх на qдиничному колі? 
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у РА 
2 

Р,-
2' 

Мал. 32 

PJ1;O) 

х 

у 

t 
~.5 

х 

Мал. 33 

-
3. Назвати числові значення тригонометричних функцій 

1t 1t 1t 
чисел -в' "4 ' "3' 

4. Дослідити зміну cos а при зростанні числа а від О до 2п. 
5. Дослідити зміну sin а при зростанні числа а від О до 2п. 
6. Як змінюються tg а і ctg а при зростанні числа а від О до 

2п ? 
7; Назвати знаки тригонометричних функцій у кожній з 

координатних чвертей. 

ВПРАВИ 

13. Побудувати на одиничному колі точки Ра' на які відоб­
ражується початкова точка Р 0(1; О) під час повороту навколо 
центра кола на а рад, якщо: 

1) а = ~; 2) а = 2,5; 3) а = 2; 4) а = 56п. 
14. Довести, що 

. 1t 1 1t 
Sln"6 == "2' cos 6" = 

гз п' 
-2-' tg-в 

гз 1t (;) 
-3-' сtg-в = ,,3 . 

5п 15. Знайти sin а, cos а, tg а, ctg а, якщо а = 6' 
16. Обгрунтувати знаки синуса у кожні~ з чотирьох коор­

динатних чвертей. 

17. Дослідити характер зміни sin а і tg а при зростанні 
числа а від О до 2п. 

18. На одиничному колі побудувати кут а такий, що: 
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1) sin а = 1 ; 2) tg а = - 2; 3) cos а = - 0,5; 4) ctg а = 1,5. 

19. Визначити знаки sin а, cos а, tg а, ctg а, якщо: 

12 13n 1) а = 0,3; 2) а = тп; 3) а = 2; 4) а = - - 6- . 

20. Чи можлива рівність: 

1) sin х = l . 2) sin х' = _ J15 . 
5 ' 3 ' 

3) cos х = 1,2; 

4) tg х = 3; 5) _ ._1_ = 0,9; 
SlllX 

6) 
cosx 

1 = - 1,5 ? 

21. Що більше: 
1) sin 1 чи sin 1,5; 2) cos 2 чи cos 2,1; 

3 n n 
) tg6" чи tg 4" ; 

n n 
4) ctg 3" чи ctg 3,2 ? 

22. Обчислити: 

1) 3cos 1t - l sin Л + ctg 11L . 
2 2 2 ' 

2) 2sіп Л - J2 tg Л + l соs Л . 
3 4 2 4 ' 

3) 2sin Л - cos Л + tg Л . 
6 4 6 ' 

4) t 
n . n n 

g '3 - sш 4" + cos 6" . 

23. Знайти найбільше і найменше значення виразу: 
1) 2cos х; 2) 2sin х - 3; 3) 3 - cos2 х; 

4) - 5sin х; 5) 5cos t + 1; 

7) 3 + 2sin х; 8) 2 + 3sin2 х; 

1 
6) 2+cosx ' 

1 
9) 3 -SЇllХ 

§ 5. Періодичність тригонометричних 
функцій 

До поняття періодичної функції приводять періодичні про­

цеси, в яких значення певних змінних повторюються. При­

кладами таких процесів є рух колінчастого вала і поршня у 
двигунах внутрішнього згоряння, різні обертальні рухи та ін. 

На малюнку 34 зображено простий пристрій, який перетво­
рює обертальний рух на прямолінійний. Колесо, яке обертаєть­
ся, насаджене на вісь і з'єднане за допомогою .пальця» Р з 
рамкою R. Під час обертання колеса «палець» Р здійснює обер­
тальний рух, захоплює за собою рамку R, яка рухається вздовж 
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бічних напрямних станин, і 

здійснює прямолінійний періодич­

ний рух (якщо колесо обертається 
рівномірно). Якщо позначити ОР = 
= r, а точку дотику рамки до ста­

нин - Рр то шлях 0lP1 кінця рам­
ки змінюватиметься залежно від 
зміни кута а, який утворює радіус 

кола з горизонтальним діаметром. 

Оскільки 0lP1 = АР = rsin а, то, 
позначивши 0lP1 через у, дістане-

~:fШ 
І 

мо у = rsin а, тобто періодичну Мал . 34 
функцію. Через кожний оберт 

колеса (через 2n) положення точки Р повторюється. Тому 
найменший додатний період функції у = rsin а дорівнює 2n. 

Функція У = f(x) називається періодичною з періодом 
Т -:f. О , якщо для будь-якого х з області визначення 
функції числа х + Т та х - Т також належать області 
визначення і виконується умова f(x - Т) = f(x) = 
= f(x + Т) 

Неважко довести, що коли Т період функції у = f(x), то всі 
числа виду nТ, де n Е Z, n :f:. О, також є періодами функції. 

Справді, застосовуючи кілька разів означення періодичної 

функції, дістанемо f(x + 3Т) = f«x + 2Т) + Т) = f(x + 2Т) = 
= f«x + Т) + Т) = f(x + Т) = f(x). 

Використовуючи означення синуса і косинуса числового ар­

гументу та враховуючи їх геометричну інтерпретацію на оди­

ничному колі, маємо: 

sin (х + 2n) = sin х, 
cos (х + 2n) = cos х. 

Будь-яке число виду 2nn, де n Е Z, n :f:. О, є періодом синуса 
і косинуса. 

Використовуючи лінії тангенса і котангенса, неважко зро­
бити висновок, що tg (х + n) = tg х, ctg (х + + n) = ctg х. 

Будь-яке число виду пп, де n Е Z, n :f:. О, є періодом тангенса 
і котангенса. 

Доведемо, що найменшим додатним періодом синуса і ко­

синуса є число 2n, а тангенса і котангенса - число n. 
Доведення виконаємо методом від супротивного. 
1) Вище було показано, що число 2n є періодом синуса. 

Припустимо, що існує додатне число l < 2n таке, що sin (х + 

+ l) = sin х. Нехай х = ~, тоді sin ( ~ + l ) = sin ~ = 1. Але 
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синус може дорівнювати 1 лише в точці Р!! (мал. 35), яка 
2 

відповідає на одиничному колі числам ~ + 2nп, де n Е Z. 

Отже, ~ + l = ~ + 2nп, звідси l = 2nп. Проте, за припущен­
ням, О < l < 2п, тобто О < 2nп < 2п. Поділивши всі частини 
подвійної нерівності на 2п, дістанемо О < n < 1, що суперечить 
умові, оскільки n Е Z, а між О і 1 немає жодного цілого числа. 

Отже, припущення неправильне, 2п - найменший додат­
ний період синуса. 

2) Відомо, що число n є періодом тангенса. Припустимо, що 
існує додатне число О < l < n і tg (х + l) = tg х. Нехай х = О, 
тоді tg (О + l) = tg О = о. Але тангенс дорівнює нулю лише у 

двох точках РО і РІ одиничного -кола, які відповідають числам 
виду пп, де n Е Z. Тому l = пп. За припущенням, О < l < п, 
тобто О < пп < п. Звідси О < n < 1, що суперечить умові. 

Отже, припущення неправильне, n - найменший додатний 
період тангенса. 

-Самостійно доведіть, що найменшим додатним періодом 
косинуса є 2п, а котангенса - число п. 

Не слід думати, що періодичними є лише тригонометричні 

функції. Прикладом періодичної є функція у = {х} (у дорівнює 
дробовій частині х) (мал . 36). Найменшим додатним періодом 
цієї функції є число 1. 

Лінійна функція у = kx + Ь є періодичною при k = о. Для 
неї періодом є будь-яке дійсне число Т:І:- О, оскільки і(х + Т) = 
= і(х) = Ь. Найменшого додатного періоду ця функція не має. 

За найменшим додатним періодом тригонометричних функ­

цій у = sin х, у = cos х, у = tg х, у = ctg х можна знайти 
найменший додатний період складеної тригонометричної 
функції, проміжним аргументом якої є, зокрема, лінійна функ­

ція. 

х 

• 
-з -2 -1 О 1 2 З х 

Мал. 35 Мал. 36 
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РОЗВ' ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

ПРИlшад 1. Знайти найменший додатний період функції 
у .= sin (kx + Ь), де k, Ь - числа. 

р о з в ' я з анн я. Нехай Т > О - шуканий період. За озна­

ченням періодичної функції, sil1 (k(x + Т) + Ь) = sil1 (kx + Ь), 
або sil1 (k.x + kT + Ь) = sin (kx + Ь). 

Позначимо ХІ = kx + Ь і підставимо значення ХІ замість 
kx + Ь в останню рівність. Дістанемо sin (ХІ + kT) = sil1 ХІ ' 

Оскільки найменшим додатним періодом синуса є 2л, то 

jkj . Т = 2л, звідси Т = Ід ' 
Корис'гуючись знайденим результатом, можна стверджува­

ти, що найменшим додатним періодом функції у = sil1 2х Є 
2n Ф ... . 1 2n 4 Ф ... 

число 2 = Л, УНКЦll У = S111 "2 Х - число 1- = Л, УНКЦll 

. k 2л 2 
У = S111 Х - число lkI ' 

Враховуючи властивість періодичності тригонометричних 

функцій, можна знаходити значення функцій будь-якого ар­

гументу через значення функцій аргументу О < Х < 2л для 
синуса і косинуса та аргументу О < Х < Л - для тангенса і 
котангенса . 

Період функції, яка є сумою неперервних і періодичних 
функцій, дорівнює найменшому спільному кратному періодів 

доданків, якщо він існує. 

ПРИlшад 2. Знайти період функції: 

1) у = sin 2х + tg ~ ; 2) у = cos ; + tg ~ ; 

3) у = sil1 3: + 5cos 2;; 4) У = 2ctg 3х - 4tg 2х. 
Р о з в' я з анн я. 1) Перший доданок можна записати у 

вигляді sil1 2х = siI1 (2х + 2n) = siI1 (2(х + л), тому його період 

дорівнює л: ТІ = fn = л . Другий доданок можна записати у 

вигляді tg' ~ = tg l ~ + л ) = tg Х+22n , тому його період дорів­
нює 2л: Т2 = 1 = 2л. Періодом заданої функції буде наймен-

2 
ше спільне кратне (НСК) періодів доданків, тобто Т = 2n. 

2) Перший доданок можна записати у вигляді cos; = 

= cos( ; +2Л) = cos х+з6n , тому його період дорівнює 6л: ТІ = 

2n 
т= 6n. 

3 
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Другий доданок можна записати у вигляді tg ~ = tg( ~ +n ) = 
- tg х+5п U • • 5 Т 1t 5 П - - 5- , тому иого перюд ДОРІВНЮЄ n: 2 = 1.. = n. е-

5 
ріод Т даної функції дорівнює НСК (6n; 5n), тобто 30n. 

3) Перший доданок можна записати у вигляді sin 3: = 

= Sin( 3: + 2n) = sin : ( х + 8з1t ) , тому його період ТІ = ~ = 
4 

8п Д U • 2х = З' ругии доданок можна записати у ВИГЛЯДІ СОSЗ = 

= cos( 2зХ +2n) = cos ~ (х + 3n), тому його період Т2 = ~ = 3n. 
3 

Період Т даної функції дорівнює НСК ( 8з1t ; зn) , тобто 24n. 

4) Перший доданок можна записати у вигляді ctg 3х = 
= ctg 3(х + n), тому його період ТІ = ~. Другий доданок мож­
на записати у вигляді tg 2х = tg 2(х + n), тому його період Т2 = 

= ~ . Період Т даної функції дорівнює НСК ( ~ ; ~ ) , тобто n. 

Приклад 3. Звести до ОДНОЙrviенної функції гострого кута: 
1) cos 18270; 2) tg 9780; 3) sin (- 8000); 4) ctg 13050; 

5) sin 2~П; 6) tg 7з1t; 7) ctg ( _ 3~'! )-

Р О З в' я з анн я. 

1) cos 18270 = cos (3600. 5 + 270) = cos 270; 

2) tg 9780 = tg (1800. 5 + 780) = tg 780; 

3) sin (- 8000) = sin (3600. (- 2) - 800) = sin (- 800); 

4) ctg 13050 = ctg (1800·7 + 450) = ctg 450 = 1; 

5).sin 1 2~'! = sin ( 5n+ ~ n ) = sin ( 4п+( n+tn ))= sin ( n+tn ) = 
= - sш БП; 

. 6) tg 7зn = tg ( 2n + ~) = tg ~ = Гз; 
7) tg (- з~п) = tg ( n(-4) + ~ n ) = tg ~ n. 

Приклад 4. Обчислити значення тригонометричної функції: 

1) cos 11250; 2) cos (- 3150); 3) tg ( - 1з7 n): 4) cos l:л . 
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р о з в' я з анн я. 

1) cos 11250 = cos (3600·3 + 450) = cos 450 = 1 ; 
2) sin (- 3150) = sin (- 3600 + 450) = sin 450 = 1 ; 
3) tg ( - 1з7 1!) = tg ( 1!( - 6) + ~ ) = tg ~ = Гз; 

4) cos 13п = cos (21! + 1!..) = cos 1!.. = га 
6 6 6 2' 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Яка функція називається періодичною? Навести прикла­
ди періодичних функцій. 

2. Довести , що найменшим додатним періодом синуса і ко­
синуса є число 2п. 

3. Довести, що найменшим додатним періодом тангенса і 
котангенса є число п. 

ВПРАВИ 

24. За допомогою калькулятора (або таблиць) знайти: 

1) sin 290; 2) sin 0,48; 3) tg 1,5; 4) - ctg 2,5; 5) tg lП2 ; 

6) sin 48032'; 7) - cos 0,7;8) ctg 100042'. -- ' 

25. Звести до однойменної функції гострого кута: 

14п 8п 1) sin 4250; 2) tg - 6- ; 3) cos (- 17500); 4) ctg 3 ; 

5) sin ~3 Л; 6) cos (- 11250); 7) ctg (- 12,3п); 8) tg 6000. 

26. Довести, що найменшим додатним періодом функції у = 
= cos (kx + Ь) є число Т = Ikl ' а функції у = tg (kx + Ь) -

n 
число Т = ТkГ ' 

27. Які з даних функцій періодичні? Знайти для періодич ­

них функцій найменший додатний період: 

1) у = tg 3х; 2) у = 5; 3) у = cos і; 4) у = {3х}; 5) у = [х] . 

28. Обчислити: 
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29. Спростити: 

sin 2 (3 а + 6 n ) 

1) tg 2 (2n+3 a )+tg(5n+3a)ctg(3a+n) 

sin (а+6n) ctg (5n-а ) 

2) sill (2n-а ) ctg (5n+а') . 

§ 6. Побудова графіків 
тригонометричних функцій 

Графік кожної з тригонометричних функцій досить побу­

дувати на проміжку, що дорівнює найменшому додатному пе ­

ріоду, а потім його можна продовжити на всю область визна ­

чення. Для побудови графіків за точками скористаємось гео­

метричним тлумаченням кожної з тригонометричних функцій 

на одиничному колі. 

Графік функції у = sin х побудуємо на відрізку [О; 2n]. 
Оскільки синус числа а - це ордината точки одиничного кола , 
в яку переходить точка Ро(l; О) під час повороту навколо цен ­

тра на а рад, то побудуємо систему координат. Позначимо на 

осі Ох відрізок [О; 2n], довжина якого наближено дорівнює 
2n == 2· 3,14 = 6,28 (мал. 37). Побудуємо також поза цим 
відрізком коло з центром на осі Ох і радіусом, що дорівнює 1. 
Довжина кола також наближено дорівнює 2n == 6,28. Поділи­

мо відрізок [О; 2n] і коло, починаючи від точки РО' на 16 рівних 
частин . Через кожну точку поділу кола ПРQВедемо прямі, па ­

ралельні осі Ох . 3 кожної точки Ра поділу кола проведемо 
перпендикуляри до осі Ох , довжини яких дорівнюють орди ­
наті, а значить, синусу кута, утвореного радіусом ОР rJ. і віссю 

Ох і виміряного У радіанах . Кожна з цих ординат відповідає 
абсцисам а, позначеним точками поділу відрізка [О; 2n] на осі 
Ох. Провівши прямі, паралельні осі Оу у кожній точці поділу 

у 

1 у= sin x 

С І' ...... 

/ І?\ V '\ 
\ O~JP.O 1 11 п \. l1!. J ~п Х 

\/~ 
2' 

'" 
2 / 

І'. 

Мал. 37 
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у 
у= sinx 

х 

Мал . 38 

цього відрізка, до перетину з відповідною паралельною прямою, 
дістанемо в перетині точки графіка функції у = sin х. Проведена 
через ці точки плавна крива називається синусоЩою. 

Оскільки функція У = sin х періодична з періодом 2nn, де 
n Е Z, тобто у = sin (х + 2nn), то для продовження графіка за 
межі відрізка [О; 2n] досить виконати побудову графіків 
функцій виду 

у = sin (х + 2n)-, у = sin (х- 2n), у = sin (х + 4n), 

у = sin (х- 4n), у = sin (х + бп), у = sin (х- бп), .. . , 

паралельно переносячи графік функції у = sin х на 2n, 4n, 
бп, ... одиниць вліво і вправо (мал. 38). 

Графік функції у = cos х побудуємо, скориставшись геомет­
ричним перетворенням відомого графіка. Отже, у = cos х = 
= sin ( х+ ~ ) , тобто графік функції у = cos х можна дістати з 
графіка функції у = sin х паралельним перенесенням його вліво 

вздовж осі Ох на ~ одиниць (мал. 39) . 
Графік функції у = tg х побудуємо за допомогою лінії тан-

генса .H~ ПРОМі~КУ ( - ~; ~ ) , довжина якого дорівнює періо­
ду n ЦІЄІ фУНКЦll . 

Побудуємо систему координат і виділимо на осі Ох про-

міжок ( - ~; ~ ) . Поза ним побудуємо одиничне коло з цент­
ром на осі Ох і лінію тангенса. Поділимо проміжок ( - ~; ~ ) і 
праве півколо на 8 рівних частин (мал. 40). Через центр кола • 

Мал. 39 
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у 

y=tgx 

Мал. 40 

і точки поділу його проведемо прямі до перетину з лінією тан­
генса. Утворені точки Та перетину визначають відрізки на лінії 
тангенса, довжини яких дорівнюють тангенсу відповідного кута 

повороту, виміряного У радіанах. Числові значення цих кутів, 

позначені на проміжку (-~; ~) осі Ох, дорівнюють - ~ , - ~ , 
3 

2 2 8 4 
п о п 1t 1t 

-8' '8' 4 ' 8 ' 
Через точки Та на лінії тангенса проведе_мо прямі, пара-

лельні осі Ох, а через точки поділу проміжка (-~ ; ~l - па-
. ' 0 П u 22 

ралельНl ОСІ у. опарнии перетин цих паралельних рямих 

визначає точки, що належать графіку у = tg х. Провівши плавну 
криву через ці точки, дістанемо графік функції у = tg х на 

проміжку ( - ~; ~ ) . Щоб побудувати графік за його межами, 
досить скористатися періодичністю функції тангенс, тобто то­

тожністю tg (х + пп) = tg х. Отже, слід виконати побудову 
функцій виду У = tg (х + n), у = tg (х - n), у = tg (х + 2n), у = 

= tg (х- 2n), у = tg (х + Зп), у = tg (х - Зп), ... паралельним 
перенесенням графіка функції у = tg х на n, 2n, Зп, .. . одиниць 
вліво і вправо (мал. 41). Графік функції у = tg х називають 
тангенсоїдою. 
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у 

y=tgx 

х 

Мал . 41 

Графік функції У = ctg х легко дістати, скориставшись фор­

мулами tg ( х + ~ 1 = - ctg х, ctg х = - tg ( х + ~ 1 і двома гео­
метричними перет'ореннями -паралельни'м пере~есенням тан­
генсоїди на ~ одиниць вліво і перетворенням симетрії YTBOP~­
ного графіка відносно осі Ох (мал. 42). Доведіть самостійно 

формулу -tg [ х + ~ ] = - ctg х, користуючись одиничним колом 
та лініями тангенса і котангенса. 

РОЗВ' ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Приклад 1. Користуючись одиничним колом і графіком 
функції у = sin х , відповісти на такі запитання: 

1) як змінюється значення функції у = sin х у кожній коор­
динатній чверті при зміні аргументу від О до 2п ? 

2) які знаки мають значення функції у = sin х у кожній 
чверті? 

3) при яких значеннях аргументу функція дорівнює нулю 
на відрізку [О; 2п] ? 

4) чому дорівнює У = sin х, якщо х дорівнює: - ~ ; - 32п ; 

h ? 
2 

5) назвати числа з відрізка [О; 2п], синус яких дорівнює: 
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у 

у= ctgx 

х 

Мал. 42 

1. 1'0 Гз. Гз. 1 . l' .12. "2 ' -"2 ' '-2-' - - 2- ' , - , -2-' 

6) яких найбільших і найменших значень набуває функція 
у = sin х на відрізку [О; 2п); при яких значеннях аргументу 
вона набуває цих значень? 

р о з в' я з анн я. 1) Оскільки синус числа а - це ордина­
та точки одиничного кола, то при збільшенні числа а (а зна-

чить, і кута повороту) від О до ~ (І чверть) ордината (sin а) 

збільшується від О до 1. При збільшенні аргументу від ~ до 1t 

(ІІ чверть) синус зменшується від 1 дО О. При збільшенні аргу-

менту від 1t до З2п (ІІІ чверть) синус продовжує зменшуватися 

від О до - 1. При збільшенні аргументу від 32п до 2п (IV чверть) 
значення функції синус збільшуються від - 1 дО О. Аналіз гра­
фіка функції у = sin х підтверджує такий характер зміни зна­
чень цієї функції: у І чверті синусоїда піднімається вгору, уІІ 
і ІІІ чвертях опускається вниз, у IV чверті знову піднімається 
вгору. 

2) Знаки функції синус в координатних чвертях визначає 
знак ординати точок одиничного кола: у І і ІІ чвертях синус 

додатний, у ІІІ і IV - від'ємниЙ. 
3) Значення синуса дорівнює нулю при тих значеннях аргу­

менту, при яких ординати точок одиничного кола дорівнюють 

нулю, тобто, якщо х = О, х = п, Х = 2п. 
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у 

у= sin х у= sin 2х 

х 

Мал. 43 

4) Користуючись означенням синуса та одиничним колом 
або графіком функціЇ" у = sin х, зробимо висновок, що 

sin ( - ~ ) = - 1, sin ( - 32n ) = 1, sin 5
2
n = sin ( 2п + ~ ) = 1. 

. n 11n n 5n .2І. 3n n 
5) Це числа 6"' - 6- ' О, 3" 3' 2' 2 ' 4' 

6) Аналіз зміни значень функції у = sin х на одиничному 
колі і за графіком показує, що найбільшого значення 1 функ-

ція набуває при значенні аргументу, що дорівнює .~ , а най-

меншого - 1 - при значенні аргументу, що дорівнює 3
2
n. 

Приклад 2. Побудувати графіки функцій у = sin 2х, у = 
. 1 

"" S1l1 '2 х. 
р о з в' я з анн я. Використаємо геометричне перетворен­

ня відомого графіка функції у = sin х. Якщо sin х = ((х), то 
sin 2х = f(kx). Відомо, що графік функції у = f(kx) можна дістати 
з -графіка функції у = {(х), стиснюючи його до осі Оу, якщо 
k > 1, і розтягуючи від осі Оу, якщо О < k < 1. 

Отже, графік функції у = sin 2х можна дістати, стиснюючи 

у 2 рази (мал. 43), а графік у = sin ~ х - розтягуючи у 2 рази 
(мал. 44) відомий графік функції у = sin х. 

Мал. 44 
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Приклад 3. Побудувати графік функції у = 3 cos ( 2х - ~ І . 
р о з в' я з анн я. Перетворимо вираз даної фун\щії Ta~ , 

щоб перед аргументом у дужках залишився коефіцієнт, що 

дорівнює 1, тобто подамо його у вигляді у = 3cos 2 ( х - 1!.. 1. Це 
дасть змогу пізніше використати побудову графtка ф~~кції 
у = f(x - а), де а > О , паралельним перенесенням у напрямі 

осі Ох уже відомого графіка фУllкції. 
Послідовність побудови шуканого графіка може бути та­

кою (мал. 45) : 
будуємо відомий графік функції у = cos х; 
будуємо графік функції у = cos 2х, стиснюючи графік 

функції у = cos х у 2 рази до осі O~ 
. будуємо графік у = 3cos 2х, розтя~ючи У 3 рази від осі Ох 

графік функції у = cos 2х; 

будуємо шуканий графік у = 3cos 2 ( х - } 1, паралель.но пе­
реносячи графік у = 3cos 2х вправо вздовж осі 6х на відстань ~ :-

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Як побудувати графіки тригонометричних функцій чис­
ла? Побудувати графіки функцій у = sin х, у = tg х . 

2. Побудувати графіки функцій у = cos х, у = ctg х . 
1 3. Як побудувати графік функції у = sin 2: х? 

. У 

у= 3cos(2x-іJ 
. 'S-.. . 

Мал . 45 
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4. Як побудувати графік функції у = cos ( ~ - х )? 
5. Як побудувати графік функції у = Asin (kx + <р)? 

ВПРАВИ 

30. Побудувати графік функції: 

1 1) у = cos "2 х; 2) у = Icos хІ; 

3) у = sin ( х - ~ ): 4) у = - tg ( х + ~ ) . 

5) у = ~ sin 2х; 6) у = 2cos ( х - ~ ) ; 

7) у = - tg ( х + ~ ) ; 8) у = 12sin ~ І . 

9) у = 2sin і х І , 

11) у = Itg хІ; 

1 О) У = - ~ cos( 2 х - ~ ): 

12) У = -sin (зх - ~)-

§ 7. Властивості тригонометричних 
функцій 

Функція у = sin х. 1) Оскільки синус існує для будь-якого 
дійсного числа і як ордината точки одиничного кола (див. 
мал. 22) змінюється на відрізку від - 1 до 1, то областю визна­
чення цієї функції є множина R усіх дійсних чисел, а областю 
значень - відрізок [- 1; 1]. 

2) Графік функції симетричний відносно початку коорди­
нат (див. мал. 38), тобто функція у = sin х - непарна. Доведе­
мо це, користуючись одиничним колом. 
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Оскільки областю визначення функції у = sin х є множина 
R, яка симетрична . відносно початку (нуля) відліку, то зали­
шається довести, що sin ( - а) = - sin а . 

Позначимо на одиничному колі точки Ра іР_а' які відпові­

дають числам а і -а (мал. 46). Оскільки прямокутні трикутни­
ки Ра ОА і Р _аОА рівні, бо гіпотенузи ОР а і ОР -а рівні як 

радіуси кола, а катет ОА - спільний, то абсциси точок Р (l і 

Р_а рівні, а ординати - протилежні числа. Тому sin ( - а) = 
= - sin а. 

3) Функція У = sin х періодична з періодом 2nn, де n Е Z, 
n -:f. О. Справді, означення синуса числа як ординати точки оди ­

ничного кола і графік функції свідчать про те, що кожне своє 

значення функція повторює через повний оберт. Вище вже 

було доведено, що найменшим додатним періодом цієї функції 

є число 2n. 

4) Функція набуває значення, що дорівнює О (нуль функції), 
якщо х = kn, де k Е Z, оскільки ординати точок одиничного 
кола перетворюються на нуль на відрізку [О; 2n] у двох точках 
а1 = О і а2 = n, а функція періодична. Числа О + 2ТЇn = 2nn, 
n + 2nn = (2n + 1 )n утворюють множину kn, де k Е Z. 

5) Проміжки зростання функції - відрізки [- ~ + 2I1Л;_ 
~ + 2nлJ ' де n Е Z. Оскільки у = sin х - функція періодична, 
достатньо довести зростання на одному з указаних відрізків, 

наприклад на [- ~ ; ~ ] . 
Скористаємось одиничним колом. Точка Ра' рухаючись на 

одиничному колі в додатному напрямі від точки Ро до точки 

Р.!!.. , весь час піднімається вгору і 
2 

У переміщується вліво (мал. 46). Це 

х 

Мал. 46 

означає, що ордината точки Ра зро­

стає від О до 1. 
На відрізку [ - ~ ; о] під ча~ 

руху точки Р(х на одиничному КОЛl 

в додатному напрямі ордината зро­

стає від -1 дО О. 
Аналогічно можна показати, що 

синус спадає на відрізках 

[~ + 2nn; 32Л + 2nn J. де n Е Z. Об­
r'рунтуйте це самостійно. 
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Пізніше, після вивчення тотожності віднімання синусів вла­

стивість зростання і спадання синуса за допомогою означень 

зростаючої і спад ної функцій буде доведено аналітично. 

6) Проміжками, де синус додатний , є (2nn; n + 2nn), оскіль­

ки на відрізку [О; 2n], довжина якого дорівнює найменшому 
додатному періоду 2n, функція додатна на проміжку (О; n). 
Синус від'ємний на проміжках (n + 2nn; 2n + 2nn), оскількд 
на відрізку [О; 2n] він від'ємний на проміжку (n; 2n). 

Враховуючи періодичність функції, дістанемо всі можливі 
проміжки знакосталості. 

7) Синус досягає найбільшого значення, що дорівнює 1, у 

точках ~ + 2nn, де n Е Z, а найменшого значення, що дорів­

нює - 1, - у точках 32п + 2nп, де n Е Z, оскільки на відрізку 
[О; 2n] ордината точки одиничного кола дорівнює 1, якщо а = 

= ~ і - 1, якщо а = З2п . 

Функція У = cos х. 1) Областю визначення функції є мно­
жина всіх дійсних чисел R, а областю значень - відрізок 

[- 1; 1], оскільки косинус існує для будь-якого дійсного числа 
і як абсциса точки одиничного кола (див. мал. 24) змінюється 
на відрізку [ - 1; 1]. 

'2) Графік функції симетричний відносно осі Оу (див. 
мал. 39). Отже, функція парна. Доведемо це для відрізка 
[О; 2n], користуючись одиничним колом. 

Оскільки областю визначення функції у = cos х є множи­
на R, симетрична відносно початку (нуля) відліку, то зали­
шається довести, що cos ( -х) = cos х. 

Позначимо на одиничному колі точки Ра іР_а' які відпові­
дають числам а і -а (див. мал. 46). Вище було показано, що 
абсциси цих точок однакові, тому cOS (-а) = cos а. 

3) Функція У = cos х періодична з періодом 2nn, де n Е Z, 
оскільки означення косинуса числ·а як абсциси точки одинич­
ного кола (див. мал. 24) і графік функції (див. мал. 39) свідчать 
про те, що кожне своє значення функція повторює · через пов­
ний оберт. Раніше було доведено, що найменшим додатним 
періодом функції є число 2n. 

4) Функція набуває значень, що дорівнюють О (нулі функції), 

якщо х = ~ + k1t, де k Е Z, оскільки абсциси точок одинично­

го кола на відрізку [О; 2n] дорівнюють О у двох точках а1 = ~ 
і а2 = 32п. Додавши до цих чисел період 2nn, матимемо дві 

множини чисел, які разом дають множину ~ + kn. 
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5) Проміжки зростання функції - відрізки [-п + 2nп; 2nп], 
де n Е Z. Оскільки функція У == cos х періодична, то досить 
довести зростання на одному з указаних проміжків, наприк­

лад на відрізку [п; 2п]. 

Відрізку [п; 2п] відповідають на одиничному колі третя і 

четверта чверті. Коли точка Р ІХ рухається на одиничному колі 

в додатному напрямі по дугах, що відповідають указаним чвер­

тям, від точки Рn до Р2n абсциса її зростає від - 1 до +1. 
Аналогічно можна показати, що косинус спадає на відрізках 

[2nп; 1t + 2nп], де n Е Z. Обr'рунтуйте це самостійно. 
Пізніше, після вивчення формул віднімання косинусів, вла­

стивість зростанн:я і спадання функції у == cos х буде доведено 
аналітично. 

6) Проміжками, де косинус додатний, є ( - ~ + 2nп; ~ + 2nп ). 
а від'ємний, є ( ~ + 2nп; З2п + 2nп) , де n Е Z. Справді, у І і IV 

чвертях, тобто на проміжку ( - ~ ; ~ ), косинус набуває додат­
них значень, а у ІІ і ІІІ, тобто на проміжку (~; 32п ), -
від'ємних. Враховуючи періодичність функції, ДlcTaHeMo всі 

можливі проміжки знакосталості. 
7) Косинус досягає найбільшого значення, що дорівнює 1.1 у 

точках х == 2nп, де n Е Z, а найменшого значення, що дорів­
нює - 1, - у точках х == 1t + 2nп, де n Е Z. 

Функція у = tg х. 1) Областю визначення функції є множи­
на всіх дійсних чисел, крім тих, косинус яких дорівнює О, 

тобто чисел ~ + nп, де n Е Z; областю значень є множина R. 
2) Графік тангенса (див. мал. 41) симетричний відносно по­

чатку координат, тобто функція непарна. Довести це твер­

дження можна, користуючись непарністю синуса і парністю 

косинуса. 

Справді, область визначення тангенса - множина, симет­
рична відносно нуля - початку відліку, і 

t (-х) == sin(-x) = - sinx = _ sinx = - t х. 
g cos(-x) cosx cosx g 

3) Функція у == tg х періодична, з періодом nп, де n Е Z, 
оскільки кожне своє значення як довжину відрізка лінії тан­

генса вона повторює через половину оберту (див. мал. 26). Вище 
було доведено, що найменшим додатним періодом тангенса є 

число п. 

4) Функція набуває значень, що дорівнюють О (нулі функції), 
якщо х == nп, де n Е Z, оскільки тангенс дорівнює нулю у тих 
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точках, де синус дорівнює нулю, а косинус не дорівнює нулю. 

Про це свідчать інтерпретація на одиничному колі та графік 
функції. 

5) Проміжки зростання функції (_ !І. + nп;!І. + пп) , де 
. 2 2 

n Е Z. 
Враховуючи періодичність функції, досить довести зростання 

на одному з проміжків , наприклад на ( - !І. ; !І. І. 
Побудований графік (див. мал. 41) іл~ст2ру; Jластивість зро­

стання функції у = tg х. Аналітично це буде доведено пізніше, 
після вивчення тригонометричної тотожності різниці тангенсів. 

6) Оскільки тангенс набуває додатних значень у І і ІІІ чвер-

тях, а від'ємних - у 11 і IV чвертях, то (пп; ~ + пп) і 
( - ~ + пп; пп І є відповідно проміжками, де тангенс додатний 
і від'ємниЙ. іраховуючи періодичність тангенса, дістали всі 
М<Lжливі проміжки знакосталості. 

Функція у = ctg х. Обr'pунтуйте самостійно всі властивості 
функції котангенс. 

1) Областю визначення є множина всіх дійсних чисел, крім 
х == пп, де n Е Z. 

2) Функція непарна. 
3) Періодична з періодом пп, n Е Z; найменшим додатним 

періодом є число п. 

4) Функція набуває значень, що дорівнюють О (нулі функції), 

якщо х = ~ + пп, де n Е Z. 
5) Проміжками спадання є (пп; n + пп), де n Е Z. 

6) Проміжками, де котангенс додатний, є (пп; ~ + пп J, а 
від'ємний - ( - ~ + пп; пп ) при n Е Z. 

РОЗВ' ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Приклад 1. Знайти область визначення функції: 

1) = 1 . 2) = г--. 3) = _1_. 
У sinx- l' у "cos х , У ctgx' 

4) у = tg ( х - ~ ) . 
Р о з в' я з анн я. 1) Дріб . 1 1 існує, якщо знаменник 

SlnX-
sin х - 1 :;t о. Звідси sin х :;t 1. :Користуючись графіком сину-
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соїди, знаходимо точки, в яких sin х = 1. Відкидаючи їх, діста-
немо 

Х ~ - ~. 7t 5п 
2' X~ "2 ' X~ 2 "'" 

Записуючи всі ці числа у вигляді однієї формули, маємо 

х ~ (4k + 1) ~ , k Е Z. 

2) Вираз Jcos х існує, якщо cos х ~ О. Вище було доведено, 

що cos х > О на інтервалах ( - ~ + 2nп; ~ + 2nп) і cos х = О У 
точках х = ~ + nп, де n Е і-. Об'єднавши ці множини чисел, 
маємо cos х ~ О на відрізках l- ~ + 2nп; ~ + 2nп J. Ці відрізки є 
областю визначення функції у = J cos х . 

3) Вираз -t1 існує при всіх х, дЛЯ яких існує ctg х і ctg х ~ 
с gx 

~ О. Котангенс існує, якщо х ~ k1t, а не дорівнює нулю при всіх 

х ~ (2k + 1)~ . Якщо записати першу множину чисел k1t у 

вигляді 2k ~ , то можна об'єднати обидві множини, враховую­

чи, що всі парні (2k) і непарні (2k + 1) числа утворюють мно-

жину цілих чисел. Отже, областю визначення функції у = - t1 
с gx 

є множина всіх чисел х таких, що х ~ n ~ , де n Е Z. 

4) Вираз tg ( х - ~ ) існує , якщо х - ~ ~ (2n + 1)· ~ , тобто 

х ~ 2n · ~ + ~ + ~. Звідси х ~ 2n· ~ + з4п, або х ~ З4п + n1l, 

де n Е Z. 
Приклад 2. Знайти область значень функції: 

1) у = ~ cos х; 2) у = sin х + 1; 3) у = cos 2х + 1; 

4) у = ~ tg2 Х + 1; 5) у = sin 2х. 
р о з в' я з анн я. 1) Оскільки cos х змінюється від - 1 до 1, 

б . Ф ... 1 .. [1.1 ] 
то о ластю ЗМІНи УНКЦll У = "2 cos х є ВlДРІЗОК - "2 ' "2 . 

2) У виразі sin х + 1 найменше значення першого доданка 
- 1, а найбільше 1. Тому найменшим значенням виразу sin х + 
+ 1 є число О, а найбільшим - число 2. Отже, областю зна­
чень функції у = sin х + 1 є відрізок [О; 2]. 

3) У виразі cos2 х + 1 перший доданок змінюється від О до 
1, а весь вираз - від 1 до 2. Отже, областю значень функції 
у = cos2 Х + 1 є відрізок [1; 2]. 
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4) Перший доданок виразу ~ tg2 Х + 1 змінюється від О до 
+00, оскільки tg х змінюється від -оо до +00, а tg 2х - число 

невід'ємне. Тому областю значень функції у = ~ tg2 Х + 1 є 
множина [1; +00). 

5) При будь-яких дійсних значеннях х областю значень 
функції у = sin 2х є множина [ - 1; 1]. 

Приклад 3. Яке число більше: 

1) sin ~ чи sin ~ ; 2) cos ~ чи cos ~ ; 

3) tg ~ чи tg 34Л ; 4) ctg ( - ~ ) чи ctg (- ~ )? 
р о з в' я з анн я. 1) Числам а1 = ~ і а2 = ~ відповідають 

точки одиничного кола Ра , і Ра2 , які належать І чверті, де 

О · 7t 7t ·л .л 
синус зростає. СКІльки 4' > '9' то sш 4' > sш '9 

2) Косинус у І чверті спадає, тому cos ~ < cos ~. 

3) Числу а1 = ~ відповідає точка Ра, ' яка належить І чверті, 

а числу а2 = 34л - точка Ра2 ' яка належить ІІ чверті. Оскіль­

ки тангенс у І чверті додатний, а у ІІ - від'ємний, то tg ~ > 

> tg з4л . 

4) Числам - ~ і - ~ відповідають точки Ра, і Ра2 , які 

належать IV чверті, тобто проміжку ( - ~ ; о І. Оскільки ко­
тангенс - функція спадна на кожно~у з пр~міжків області 
визначення, а - ~ > - ~ , то ctg ( - ~ J < ctg ( - ~ ). 

Приклад 4. У яких чвертях може закінчуватися кут а, якщо: 
1) І sin (-а) І = - sin а; 2) І cos а І = -cos а; 
3) І tg а І = tg а; 4) І ctg (-а) І = -ctg а. 
р о з в' я з анн я. 1) Оскільки синус - непарна функція, 

то дану рівність можна записати у вигляді I-sin а І = - sin а. 
Модуль будь-якого числа - число невід'ємне, тому невід'ємним 

має бути вираз -sin а. Це означає, що sin а ~ О. Тому кут а 
може закінчуватися у ІІІ або у IV чверті. 

2) За означенням модуля числа, модуль від'ємного числа 
дорівнює протилежному числу. Тому cos а за умовою набуває 
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лише від'ємних значень. Це означає, що кут а може закінчу­
ватися у ІІ або у ІІІ чверті. 

3) За означенням модуля, tg а - число невід'ємне. Тому 

кут а може закінчуватися у І або у ІІІ чверті. 

4) Оскільки ctg (-а) = - ctg а, то згідно з означенням моду­
ля - ctg а має бути числом невід'ємним. Тому кут а може за­
кінчуватися у ІІ або у IV чверті. 

Приклад 5. Побудувати графік функції: 

1) у = - tg ( х + ~ ): 2) У = 2cos ( ~ - ~ )-

р о з в' я з анн я. 1) Графік даної функції побудуємо за до­
помогою геометричних перетворень відомого графіка функції 

у = tg х . 
. Якщо tg х = і(х), то - tg ( х + ~ . I = - і(х + а), де а = ~. 

Застосуємо відомі алгоритми ~Обудdви графіків за допомогою 
геометричних перетворень: а) побудуємо графік функції у = tg х; 

б) побудуємо графік tg ( х + ~ ) , паралельно перенісши здобу­
тий графік на відстань ~ вліво уздовж осі Ох; в) побудуємо 

графік функції - tg ( х + ~ ) , відобразивши попередньо побудо­
ваний графік симетрично відносно осі Ох (мал. 47). 

у 

у = -tg (х+-і) у = tg (х+-і) 

х 

Мал . 47 
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2) Щоб побудувати графік функції у = 2 cos (~ - ~) за 
допомогою геометричних перетворень відомого rpa(lHKa функції 
у = = cos х, слід перетворити формулу, що задає функцію, так, 
щоб перед аргументом х був коефіцієнт 1. Це дасть змогу ви­
користати побудову графіка у = bf(x - а), якщо відомий графік 

у = {(х). Отже, у = 2cos (~ - ~ І = 2cos [~ ( х - ~ )). По-
слідовність побудови така (мал. 4~). Будуємо графіки: а) у = 
= cos х; б) у = cos ~ х (розтягування графіка у = cos х удвічі 

від осі Оу); в) У = 2 cos ~ х (розтягування графіка у = cos ~ х 

удвічі від осі Ох); г) У = 2 cos [ ~ ( х - ~ )) (паралельне перене-
Ф . 2 1 . О . 1t 

сення гра ша у = COS "2 х уздовж ОСІ Х на В1Дстань з-

вправо). 

Приклад 6. 3а графіком синусоїдальних струмів (мал. 49), 
що ПРОХОДЯ'l'ь в обмотках котушок трифазної системи, визна­

чити параметри, що Їх характеризують. 

В і Д n о в і д ь. В обмотках проходять синусоїдальні стру­
ми з однаковими амплітудами і однаковою кутовою частотою 

2 Ф . 1. 
оо = 1tU, ази яких ЗМІщено на з- перюду. 

Мал . 48 
:- \ 1 lU .. і.'1~ 101\..1 
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Мал. 49 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Назвати властивості функції у = sin х. Довести властивість 
спадання на певних відрізках. 

2. Назвати властивості функції у = cos х. Довести влас­
тивість парності цієї функції. 

3. Назвати властивості функції у = tg х. Довести, що ця 
функція непарна на проміжках області визначення. 

4. Назвати властивості функції у = ctg х. Довести, що вона 
спадна на всіх проміжках області визначення. 

5. Користуючись одиничним колом і графіком функції у = 
= cos х на відрізку [О; 2n], відповісти на запитання, які про­
понувалися у прикладі 1 щодо функції У = sin х (с. 53). 

6. Побудувати графік функції: 

а) у = tg ( х - ~ ) ; б) у = 2cos х; 

в) у = 2 cos ( х + ~ ) ; г) у = Isin хІ . 
7. Користуючись одиничним колом і графіком функції у = 

= tg х, дослідити знаки функції, характер зміни її значень та 
нулі на проміжку (О; '2n). 

8. Побудувати графік функції: 

а) у = sin ( ~ х - ~ ) ; б) у = 2tg ~ х; 

в) у = cos ( ~ х - ~ ) ; г) у = tg іх І . 
9. Знайти період функції у = sin ( 2х - ~ 1 і відповісти на 

запитання , які пропонувалися у прикладі 1 щоАо у = sin х (с. 53). 
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3* 

10. Побудувати графік функції: 

а) у = - 2sin ( 3х - ~ ): 

в) у = S ~nX. 
SlnX ' 

ВПРАВИ 

б) у = І cos іхІІ ; 

г) у = 2tg ( ; х - 1~ )-

31. Знайти область визначення функції: 

1) у = Si~X; 2) У = sin: - 1; 3) у = sin ;; 4) У = t~ Х • 

32. Знайти область значень функції: 
1) у = cos 2х; 2) У = tg х + 1; 
3) у = 2ctg 2х + 3; 4) У = cos х + 1. 

33. Яке із чисел більше: 
7t 7t 1) cos "5 чи cos 4" ; 

З7t З7t 
3) tg 5 чи tg 8 ; 

2) sin ( - ~ ) чи sin ( - ~ ); 

4) ctg ~ чи ctg ~? 

34. У яких чвертях може закінчуватися кут а, якщо: 

1) Icos (- а) 1 = - cos а; 

3) Isin аl = - sin а; 
2) Ictg аl = ctg а; 
4) Itg (- а) 1 = - tg а? 

35. Розставити у порядку зростання числа: 

1) cos 150; cos 700; cos (- 250); cos 2300; cos (- 1300); 

2) cos 1,5; cos (- 1,3); cos З27t; cos (- 2); cos 65п; cos 2; 

7t 3) ctg 3; ctg 3"; ctg (- 1200); tg 2; tg (- 3); tg 1200. 

36. Знайти проміжки знакосталості і нулі функції: 

1) у = sin 2х; 2) у = _._1_ ; 3) у = cos .!.. ; 
ЮПХ З 

4) У = sin 2х ; 5) у = tg ~ ; 6) у = ctg 2х. 
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§ 8. Співвідношення між 
тригонометричними функціями 
одного й того самого аргументу 

Під час вивчення тригонометричних функцій гострого кута 
у 8-му класі за теоремою Піфагора було доведено основну три­

гонометричну тотожність: 

І sin2 а + cos2 а = 1 І · (1) 

Вона виконується для тригонометричних функцій будь-якого 

кута і тригонометричних функцій довільного числового аргу­

менту. Доведемо це. Якщо косинус числа а - це абсциса точ­
ки Ро. одиничного кола, а синус числа а - ордината цієї точ­

ки, тобто х = cos а, у = sin а, то точка Ро. (х; у) віддалена від 
центра кола на відстань, що дорівнює 1. Відомо, що відстань 
точки від початку координат визначається за формулою х2 + 
+ у2 = r2• Оскільки r = 1, то х2 + у2 = 1, тобто sin2 а + cos2 а = 1. 

Означивши тангенс і котангенс через синус і косинус, ми 

ввели ще два незалежні співвідношення: 

tg а = sina. 
cosa. 

ct а = C?sa. 
g sша. 

(2) 

(3) 

з тотожностей (1)- (3) як наслідок випливають ще кілька 
співвідношень, які часто використовують під час обчислення 
значень тригонометричних функцій за відомим значенням од­

нієї з них. 
Перемноживши почленно рівності (2) і (3), дістанемо 

tg а . ctg а = 1. Звідси 

І ctg а = 
1 (4) tga. 

І tg а = 
1 (5) ctg а. 

Поділивши обидві частини рівності (1) на cos 2а , дістанемо: 

sin
2 а. + cos

2 а. = _ 1_ або 
cos2 а. cos2 а. cos2a.' 

"'--1-+- t-g-2-a- =-=--=--1::
2 

: ---,\ . 

cos а. _ 
(6) 
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Тотожність (1) виконується для будь-якого значення аргу­
менту, тотожності (2) і (3) - для всіх значень, крім тих, для 

яких cos а = О і sin а = О, відповідно. 
Наведемо приклади застосування основних тригонометрич­

них тотожностей для обчислення значень тригонометричних 

функцій за відомим значенням однієї з них. Вони ілюструють 

можливість спрощення обчислень значень тригонометричних 
виразів і показують способи доведення інших тригонометрич­
них тотожностей. 

РОЗВ' ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Приклад 1. Знайти значення всіх тригонометричних функцій 

аргументу а, якщо tg а = : і 1t < а < З2п . 

Р О З в' я з анн я. У ІІІ чверті, де на одиничному колі роз­
міщено точки, які відповідають числу а, тангенс і котангенс 

додатні, а синус і косинус від'ємні. 

Із тотожності 1 + tg2 а = - 1-2- знаходимо cos 2 а = 1 
. cos а l+tg 2a ' 

cos 2 а = _ 1_ = Ш а cos а = - J 16 = - ~ 
1 +JL 25' 25 5 . 

16 
16 

Із тотожності (1) маємо: sin2 а = 1- cos2 а, sin2 а = 1- 25 = 

295 ' sin а = - J 295 = - ~ . Із тотожності (4) знаходимо ctg а = 

t:a ; ctg а = : . у таблиці 2 подано формули, які пов'язу-

ють тригонометричні функції одного й того самого аргументу. 

Таблиця 2 

±J1-cos 2 а 
tga 1 

sin а ±Jl+tg2a ±Jl+ctg2a 

1 ctga 
± J1- sin 2 а cos а ±Jl+tg 2a ±Jl+ctg 2a 

tg а 
sina ±Jl-cos2a 1 

±Jl-sin2a cosa ctga 

±Jl-sin2a cosa _ 1_ 
ctg а sina ±Jl-cos2a tga 
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У наведених формулах перед знаком радикала слід взяти 

знак «плюс .) або «мінус.) залежно від того, в якій чверті ле­

жить кут а, саме так, щоб знак тригонометричної функції, 

який стоїть у лівій частині, збігався зі знаком величини, що 
стоїть у правій частині рівності. 

Приклад 2. Спростити вираз: 

1) 2COS2 a.- I . 2 1 . 2 2 • 
sina+cosa' ) + SШ а - cos а, 3) 1- sin а ctg а cos а; 

sin 2 а-І 
4) (1 + cos a)tg2 a (1 - cos а); 5) І 2 ; -cos а 

sin а sin ~ .' 2 . 2 2 2 . 
6) cosacos~ ctg f3 tg а + 1, 7) sш а - sш f3 - cos f3 - cos а, 

8) sin4 а - cos4 а + 2cos2 а. 

, 2cos2 а-І 
р о з в я з анн я. 1) sina+cosa 

2 cos2 a-sin ~ a - cos2 а 
= sina+cosa 

cos2 a - sin 2 а (cosa -sina)(cosa+sinа) . 
=. = . = cos а - Sln а. 

sша+соsа sшa+cosа 

2) 1 + sin2 а- cos2 а = (1- cos2 а) + sin2 а = sin2 а + sin2a = 
= 2 sin2 а. 

3) 1- sin а ctg а cos а = 1- sin а c?s а cos а = 1- cos2 а = Slna 
= sin2 а; 

4) (1 + cos а) tg2 а(1 - cos а) = (1- cos2 а) tg2 а = sin2 а tg2 а; 

sin 2 а-І 
5) l - cos2 а 
~a~~ 2 

6) cos а cos ~ ctg f3 tg а + 1 = tg а tg f3 ctg f3 tg а + 1 = tg а + 1 = 

= І . 
cos 2a ' 

. 7) sin2 а - sin2 f3 - cos2 f3 - cos2 а = sin2 а - со,,2 а - (sin2 f3 + 
+ cos2 fЗ) = sin2 а - cos2 а - 1 = - 2cos2 а; 

8) sin4 а - cos4 а + 2cos2 а = (sin2 а + cos2 а) (sin2 а - cos2 а) + 
+ 2cos2 а = 1 - cos2 а - cos2 а + 2cos2 а = 1. 

Приклад 3. Дано sin а + cos а = m. Знайти sin а cos а. 
р о з в' я з анн я. Піднесемо обидві частини даної рівності 

до квадрата. Маємо (sin а + cos а)2 = m 2, або sin2 а + 
+ 2 sin а cos а + cos2 а = m 2. Звідси 1 + 2 sin а cos а = m 2, отже, . 

m 2 -I sin а cos а = 2 
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sinacosa 5 
Приклад 4. Обчислити sin2 a-cos2 а ' якщо tg а = "2' 

р о з в' я з анн я. Даний дріб слід спочатку виразити че­

рез tg а, а потім обчислити його значення. Для цього поділи­
мо чисельник і знаменник даного дробу на cos2 а: 

sin a cosa 
sinacosa 

sin2 a-cos2 а 

5 tga 
Якщо tg а = -2 ' то 

tg2a-1 

.Q. 
2 = 

25 - 1 
4 

10 
21 . 

tga 
Приклад 5. Довести, що вираз 2 

1 -tg а 
ctg2a-1 

не зале­
ctga 

жить від а, тобто є величиною сталою. 

р о з в' я з анн я. 
tga ctg2a - 1 = 

tga 
1 - tg 2a ctga 1- tg 2a = 

tga 1- tg2a 
= 

tga 1- tg2a = 1. 
1 - tg2a tg2a·_ 1_ 1-tg2a tga 

tg a 

П рик Л а Д 6. Довести тотожність 

J l+cosa - J 1-cosa = 2 ctg а якщо О < а < 7t 
1-cosa l+cosa' "2 . 

р о з в' я з анн я. Доведення тригонометричних тотожно­
стей можна здійснювати різними способами: 

1) за допомогою тотожних перетворень слід показати, що 
одну частину рівності (ліву чи праву) можна подати у вигляді 

другої; 

2) ліву і праву частини рівності звести до одного і того са­

мого виразу; 

3) скласти різницю лівої і правої частин рівностей та за 
допомогою тотожних перетворень показати, що ця різниця до­

рівнює о. 

Дану тотожність доведемо, користуючись першим способом: 

= 

J l+cosa - J 1-cosa 
1-cosa l +cosa 

(1-cosa)2 
= (l-cos а)( l +cos а) 

-'----:---<- - J (1-cosa) 2 = 
sin2 а 

(1+cosa)2 
(l-cos а)(l +cos а) 

11+cosal 
Isinal 

_ J (l-cos а) 2 
1-cos2 а 

11-cosal l+cosa -,-_----,_ = ..:::..0..";:;";::":;:;";:;" 

Isinal sin а 
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- l - cosa = l+cosa-l+cosa = 2 t 
sіп а sіп а с g а, 

оскільки синус і косинус, якщо О < а < ~ , додатні, 1 - cos а ~ 
~ О, тому Isin 0.1 = sin а, 11 + cos аl = 1 + cos а, 11- cos 0.1 = 
= 1- cos а (косинус за модулем не перевищує 1). 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Довести основну тригонометричну тотожність sin2 х + 
+ cos2 Х = 1. 

2. Які ще співвідношення між тригонометричними функ­
ціями одного і того самого аргументу існують? 

А 

Б 

• • 

3. Довести, що 1 + tg2 Х = _ 1_. - , 1 + ctg2 Х = 1 
cos - х sin 2 х . 

ВПР А ВИ 

37. Спростити вираз: 

1 +ctg а l-sіп 2 а . 
1) l+tga ; 2) l - cos2 а + tg actg а; 3) cos а tg а + S111 а; 

tg a+ tg~ . 
4) ., б) S1112 а + cos2 а + ctg2 а· 

ctga+ctg~ , , 

6) 1 + tg2 а + tg2 а (cos2 а - І). 

7) _ 1_. - - tg2 а (cos2 0. + 1); 
cos- а 

8) sin4 а + si112 а. cos2 а. - sin2 а + 1; 

9 sin 2 а 
) l+cosa; 

tga sin a 
10) sin a - ctg a - cos а; 

11) tga l - ctg 2a 12) t cos2 а-sіп 2 а 
l - tg 2a ctga; g а + (l+sinacosa)cos a · 
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38. Дано: tg а + ctg а = m. Знайти: 

1) tg2 а + ctg2 а; 2) tg3 а + ctg3 а . 

39. Обчислити: 1) sin2 а - sil1 а cos а, якщо tg а = ~ ; 

1 3 -
2) siI1acosa' якщо tg а = "4 ' 

40 Д 1 1 . овести, що вираз '} + 2 не залежить від а. 
1+tg-a 1+ctg а 

41. Обчислити значення решти тригонометричних функцій 
за даним значенням однієї з них: 

А 

Б 

• • 

1) cos а = - 275 ' ~ < а < п; .2) tg х = 2; 1t < Х < 32п ; 

3_} ctg х = l 1800 < х < 2700. 24 ' , 

4) sin х = - ~ ~ < х < 2п 13' 2 . 

42. Довести тотожність: 

1) sino1. а - cos4 а = sin2 а - cos2 а; 

2) (1 - tg а)2 + (1 + tg а)2 = _2_,,_'. 
cos- а ' 

3) (ctg2 а - cos2 а) tg2 а = cos2 а; 

4) tg2 а - sin2 а = sin2 а tg2 а. 

5) 1+tg
2
a ctg

2
a = 1+ctg4a .6 / 1+cosa = 1+cos a . 

tg 2a 1+ctg 2a tg 2a+etg 2a 1 ) ~ 1-cosa IsiI1al' 

cos3 a-sіІ1 3 а . 1-sin4 a-cos" а. 
7) 1+sinacosa = cos а - S111 а; 8) 2tg

2 а = cos" а 

9) sin3 а (1 + ctg а) + cos3 а (1 + tg а) = sin а + cos а; 

10) 1 + sin· aHi~~ acos
2 а = _1_ . 

cos2 а cos 2 а ' 

11) 1- (sіпва + cos6 а) = 3sin2 acos2 а; 

J.2) ~~tga. + 1 - 2sin2 ct + 2сos2 (1 + sin rJ,.. 
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§ 9. Обчислення значень 
тригонометричних функцій 
і тригонометричних виразів 
за допомогою мікрокалькуляторів 

1. Функції У = sin х, у = cos Х, у = tg х. Значення цих 
функцій обчислюють за програмами!: 

х [] sin; х [] cos; х [] tg . 

Під час обчислення значень функції у = ctg х використову­

ють тотожність ctg х = ti х . Тому програма обчислення має 

вигляд х [] tg [] 1 Іх. 

Мікрокалькулятор дає змогу обчислювати значення триго­
нометричних функцій у градусній і радіанній мірах, тому пе­

ред обчисленням перемикач «Г - Р» треба встановити у відпо­
відне положення. 

Зазначимо, що, обчислюючи значення тригонометричних 

функцій або виразів з ними, аргумент х використовують у 

межах оо:::; х :::; 900 (у градусній мірі) або О :::; х :::; 1,57 (у раді­
анній мірі); для тангенсів відповідно у межах оо:::; х < 900; 
о:::; х < 1,57. 

Якщо аргумент х задано цілим числом градусів, то 'спочат­

ку це число вводять у регістр індикації (на екран), а потім 

натискують послідовно клавіш [] і клавіш відповідної триго-
нометричної функції. -
Приклад 1. Знайти sin 750. 

Про гра м а. 75 [] sin. 
В і д п о в і Д ь. sin 750 = 0,9659. 

у розглянутому прикладі восьмирозрядне число на індика­

торі округлене до чотирьох правильних десяткових знаків. 

Якщо аргумент подано у градусах і мінутах, то мінути по­

передньо перетворюють на частини градуса, а значення аргу­

менту записують у вигляді десяткового дробу, що містить цілу 

і дробову ,частини градуса. Наприклад, нехай х = 24012'. Оскіль-

ки 12' становлять . ~~ = ~ частину градуса, то х = 24 ~ о . 

1 тут і далі використано мікрокалькулятор «9лектроника МКШ-2 •. 
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Перетворення на десятковий дріб числа 24; виконують за 
програмою 1 В 5 В 24 EJ . 

В і дп о в ід ь. х = 24,20. 

Програма обчислення значення sin 24012' має вигляд 

1 В 5 В 24 EJ [] sin. 
В і дп о в і д ь. sin 24012' :::: 0,4099. 

Приклад 2. Обчислити cos 7зn 
Встановлюємо перемикач на режим роботи у радіанній мірі. 

О . 7n n 
СКlльки cos 3 = cos 3" ' то програма має вигляд 

[Е] ~ о G 3 EJ [Е] cos. 
7n 

о В ід n о в і д ь. cos 3 = 0,5. 

о 2n 
Приклад 3. Обчислити cos 3 
Зазначимо, що мікрокалькулятор обчислює лише модулі 

значень тригонометричних функцій. Тому знак «мінус» треба 

набирати додатково, натискуючи клавіш В залежно від ко­
ординатної чверті для конкретного аргументу. Оскільки 

2n n 
cos 3 = - cos 3" ' то можна скласти програму 

[Е] ~ в 3 EJ [Е] cos В· 
В · . 2n О 5 1 Д n о ВІД ь .. cos 3 = - , . 

2. Обчислення значень виразів, що містять тригонометричні 
функц~ї. Розглянемо два приклади. 

Приклад 4. Обчислити sin а, tg а і ctg а, якщо cos а :::: 0,52 

' 0 n 1 < а < 2 ' 
Можна скористатися основними тригонометричними тотож­

ностями і знайти наближені значення функцій за формулами: 

1) sin а = J1- cos2 а , sin а :::: J1- 0,522 :::: 0,85; 
sina 0,85 

2) tg а = cosa' tg а :::: 0,52 :::: 1,6; 
1 1 

3) ctg а = tga' ctg а:::: 1,6 :::: 0,61. 

Усі три значення функцій можна знайти, користуючись 
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неперервною програмою 1 EJ 0,521І] х 2 Е] ІІ] г В 0,52 

EJ ІІ] 1/х . 

В і д п о в і д ь. sin а ", 0,85; tg а ", 1,6; ctg а ", 0,61. 
Приклад 5. Обчислити значення виразів: 

1) sin 25° + cos 70°; 2) а = b~inAa., якщо Ь '" 25, а ", 28°, 
sш .... 

~ '" 65°. 
Про гра м и. 

1) 25 [] sin EJ 70 [] cos Е] ; 
2) 25 0 28 [IJ sin В 65 [IJ sin Е). 
В і Д п о в і д ь. 1) 0,7646; 2) 12,950039", 13. 
Якщо у цих двох прикладах аргумент тригонометричних 

функцій був би виражений у градусах і мінутах, то довелося б 
використовувати регістр пам'яті. Адже під час обчислення 

значень кожної з тригонометричних функцій операційний 

регістр зайнятий, а його необхідно одночасно використовува­
ти і для виконання дій над тригонометричними функціями (у 

даних прикладах додавання і ділення). 

Приклад 6. Обчислити значення виразів: 

1) sin 25°20' + cos 70°12'; 2) а = 25,OOsin28°15' 
sin65°42' 

Програми. 

1) 20 В 60 EJ 25 EJ ІІ] sin св] 12 В 60 EJ 70 EJ [Е] 

cos EJ ІИВІ EJ ; 
2) 42 В 60 EJ 65 В [IJ sin ШJ 15 В 60 Е]. 28 В Ю 

sin 0 25 В ІИВІ В . 
в і Д п о в і Д ь. 1) 0,7666; 2) 12,983322 '" 12,98. 
Обчислення двох останніх виразів можна виконувати непе­

рервним ланцюгом, не звертаючись до пам'яті, якщо викори-

с~ати клавіші Ш і Ш. Відповідні програми мають вигляд: 

20 В 60 EJ 25 EJ [IJ sin EJ Ш 12 В 60 EJ 70 Ш [Е] 
cos EJ ; 

25 0 Ш 15 В 60 EJ 28 Ш [] sin В Ш 42 В 60 EJ 
65 Ш [] sin EJ . 

Перевірте відповіді, знайдені за цими програмами. 

Розглянемо приклади обчислень дещо складніших виразів. 
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Приклад 7. Знайти з точністю до 1 сторону МВС, в якого 
а'" 36, с '" 52, LB '" 480. 

За теоремою косинусів, 

Ь = Ja 2 +с2 - 2ассоsВ , b",J362 +522 - 2·36·52cos480 

Здобутий вираз можна обчислити кількома способами. Без 
використання регістра пам'яті послідовність обчислень буде 
такою: 

1) знайти добуток 2 ·36·52 cos 480 і змінити знак результа-

ту за допомогою клавіша В; 
2) додати до знайденого числа квадрати чисел 36 і 52 за 

допомогою клавіша х2 ; 

3) із знайденого результату добути квадратний корінь. 
Про гра м а. 

2 0 36 0 52 0 48 [] cos EJ В 36 [] х2 EJ 52 [] 

х2 G [] г . 
Відповідь. Ь '" 38,662349 '" 39. 
Приклад 8. Обчислити заряд кульки q, маса якої m = 2,0 г, 

що обертається на нитці завдовжки l = 1,2 м Jlавколо нерухо­
мого такого самого точкового заряду q. Період обертання кульки 
т = 3,2 с, а кут відхилення від вертикалі а = 250. 

Після розв'язування задачі дістанемо відповідь у вигляді 

формули: q = l sin aJ41tEom( gtga - ~22 lSina ) , де 
8 85 10-12 Кл м 

Е о =,. --2 ' g = 9,8 2 · , 
Н·М С 

Після підстановки числових значень треба обчислити 
вираз q = 1,2sin 250 х 

2 
Х 9 8tg25° - ~. 1 2sin25° = , 2 ' 3,2 

= 1,2sin 250. 81t.8,85.10 -1S (9,8tg 25 О 
- 4п: .I,2Sin250). 

3,2 
Про гра м а. 

4 0 [] !! [] х2 G 3,2 [] х2 0 1,2 0 25 [] sin 

G ш] 9,8 0 25 [] tg G IИВJ 0 8,85·10- 15 0 [] !! 

o 8 G [] г 0 1,2 0 25 [] sin G . 
В і Д п о в ід ь. q'" 38,67·10-8 Кл'" 39 ·10-8 Кл. 
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ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Як обчислюються значення тригонометричних функцій 
за допомогою мікрокалькулятора? 

2. Скласти програми для обчислення значень усіх тригоно­
метричних функцій за відомим значенням однієї з них. 

3. Скласти програму для обчислення сторони трикутника 
за теоремою синусів. 

4. Скласти програму обчислення сторони трикутника за 
теоремою косинусів. 

ВПРАВИ 

43. 3а допомогою мікрокалькулятора обчислити sin а, tg а, 

ctg а, якщо cos а :::: 0,48 і О < а < ~ . 
44. 3а допомогою мікрокалькулятора обчислити з точністю 

до 10-3 значення виразу: 

1) 12,3siIl28°20' 

sin49° 40' 

2) а = J35,2 2 +47,62 - 2·35,2·47,6cos25050' ; 

3) 95,2sin43°40' 
sin 62030' 

4) с = J 41,252 + 72,7з 2 - 2 . 41,25·72,73 cos 37028' 

45. 3а допомогою мікрокалькулятора знайти з точністю 
до 10 кут <р, якщо: 

1) cos <р = cos а cos ~, де а = 280, ~ = 560; 
2) кут А в МВС, якщо а = 42, Ь = 65, с = 28; 
3) кут <р, якщо sin <р = sin а sin ~, де а = 42036' , ~ = 65012' ; 
4) кут А в МВС, якщо с = 53,2, L C = 59020', а _= 32,7. 
46. 3а допомогою мікрокалькулятора знайти радіус кулі , 

вписаної у правильну трикутну піраміду, за формулою 

l-tg Е.. 
r = .!!:.- 2 , якщо а = 28,6, а = 68040'. 

2 l+tg ~ 
47. 3а допомогою мікрокалькулятора обчислити початкову 

швидкість руху електрона за формулою v = J ~le.u , де l = 
m Sln a 

= 25 см, е = 1,6 . 10- 19 Кл, U = 2,1 . 103 В, m = 9,1 . 10-31 кг, 
d = 0 ,56 м; а = 320. 
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3ауважен,н,я. У запропонованих вправах значення лінійних 
елементів і кутів вважають наближеними, хоча і використано 

знак точної рівності. Знак .=. можна використовувати для 
наближених даних, коли всі цифри правильні. Результат об­

числення слід округлити за правилами наближених обчислень. 

§ 1 о. Тригонометричні тотожності 
додавання 

1. Формули триroнометричвих функцій суми і різниці двох 
чисел. 

сов (а + ~) = сов асов ~- sin asin~; 
сов (а ~ ~) = сов а сов ~ + sin а sin ~; 
sin (а + ~) = sin асов ~ + сов asin~; 
sin (а - ~) = sin а сов ~ - сов а sin ~; 

tga+tg~ 
tg (а + ~) = l-tgatg~. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Доведемо формулу (1), з якої неважко дістати решту. 
Нехай а і ~ - будь-які числа. Виберемо на одиничному 

колі точки Ро.' Р _~ і Ро. + ~' які отримують з точки Р 0(1 ;0) обер­
танням гі відповідно на кути а, -~, а + ~ (мал. 50). Враховую­
чи означення синуса і косинуса, можна записати координати 

вибраних точок: Ро. (сов а; sin а), P_ ~(COB (-~); sin (-~», 
Ро. + ~(COB (а + ~); sin (а + ~». 

Хорди РО Ро. + ~ і Р _~P о. рівні, оскільки рівні відповідні їм 

дуги кола. Знайдемо довжини цих хорд за формулою відстані 

між двома точками: 

PoP:+~ =(1- сов (а +~»)2 + (sin (а +~»)2 ; 
P_~P: = (сов (-~) - cos а) 2 + Г"""~::--=r~f.':m~"!m~ 

+ (sin (-~) - sin а) 2 • 

Оскільки РО Ро. + ~ = P_~Po.' то 
(РО Ро. + ~)2 = (P_~Po.)2. 

Тому (1- сов (а + ~»2 + (sin (а + 

+ ~»2 = (сов (-~) - сов а)2 + 
+ (sin (-~) - sin а)2. 

Застосовуючи властивість пар­

ності косинуса і непарності синуса 
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та формулу квадрата двочлена, дістанемо: 

мо 

1- 2 cos (а + ~) + cos2 (а + ~) + sin2 (а + ~) = cos2 ~ ­

- 2 cos а cos ~ + cos2 а + sin2 ~ + 2 sin а sin ~ + sin2 а. 

Використовуючи основну тригонометричну тотожність, має-

2 - 2 cos (а + ~) = 2 - 2 соз а cos ~ + 2 sin а sin ~ . 
. Виразивmи з останньої рівності cos (а + ~), дістанемо фор­

мулу (1) для косинуса суми двох аргументів 
cos (а + ~) = cos а cos ~ - sin а sil1 ~. 

Формулу (2) дістанемо, замінивши у формулі (1) ~ на -~ і 
скориставшись парністю косинуса і непарністю синуса: 

cos (а + (-~» = cos а cos ( - ~) - sin а sin (- ~); 

cos (а - ~) = cos а cos ~ + sin а sin ~. 
Формулу додавання для синуса неважко дістати з формули 

(1) і формули зведення sin х = cos ( ~ - х ). . 

Вказану формулу зведення можна дістати і з формули (2), 

поклавши а = ~. Справді, cos ( ~ - ~ ) = co~ ~ c~s ~ + sin ~ х 
х sin ~ = о . cos ~ + 1 . sin ~ = sin ~. Отже, cos ( ~ - ~) = sil1 ~. 

Замінивши у цій формулі ~ ~a ( ~ - а ), дістанемо 

cos( ~ -( ~-a ))=sin( ~ ~ a). або cos а = Sin( ~ -а)-
Отже, Sin( ~ - а ) = cos а. 

Виразимо sin (а + ~), скориставшись формулою cos ( ~ - ~ ) = 
= sin ~ відносно числа (а + ~) у зворотному порядку: , 

sin (а + ~) = cos (~ -(a+~») = cos (( ~-a )-~) = 

= cos ( ~ -. а ) cos ~ + 'sin (~ ~ а І sin ~ = 

= sш а cos ~ + cos а sш ~. 
Отже, дістали формулу (3): 

sin (а + ~) = sin а cos ~ + cos а sin ~. 
Формулу (4) дістанемо, замінивши у формулі f3) ~ на -~ і 

скориставшись парністю косинуса і непарністю синуса: 

sin (а + (-~» = sin а cos (-~) + cos а sin (- ~). 

Звідси 
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sin (а - 13) = sin а cos 13 - cos а sin 13. 
Формулу додавання для тангенса можна дістати за означен­

ням тангенса і формулами додавання для синуса і косинуса: 

siIi(a+~) sinacos~+cosasin~ 
tg (а + 13) = cos(a+~) = cosacos~-sinasin~ . 

Розділивши почленно чисельник і знаменник правої части ­
ни на вираз cos а c.os 13 (поясніть, чому він не дорівнює О), діста-
немо: 

tga+tg~ 
tg (а + 13) = l -tga tg~ . 

Отже, дістали формулу (5): 
tga+tg~ 

tg (а + 13) = 1- tg а tg ~ . 

Якщо замінити у формулі (5) 13 на - 13 і врахувати непарність 
тангенса, то 

tga-tg~ 
tg (а - 13) = l+tga tg~ . 

cos (а + 13) =. cos а cos 13 - sin а sin 13; 
cos (а - 13) = cos а cos 13 + sin а sin 13; 
sln (а + 13) = sin а cos 13 + cos а sin 13; 
~ 

sin (а - 13) = sin а cos 13 - cos а sin 13; 

tga+tg~ 
tg (а + 13) = l-tga tg~ ; 

tga-tg~ 
tg (а - 13) = 1 +tg а tg ~ . 

(6) 

2. Формули зведення. Щоб записати будь-яку формулу зве­

дення, коли О < а < ~, корисно знати такі правила (табл. 3): 

1) якщо кут а добудовується відносно вертикального діа-. 
метра (мал. 51) (це кути, що відповідають числам ~ ± " а, 32п ± а), 
то назва даної функції змінюється на кофуикцію (сИну.с на 
косинус, тангенс lUi котангенс і навпаки); якщо кут а добудо­

вується відносно горизонтального діаметра (мал. 52) (це кути, 
що відповідають числам 1t ± а ), то назва даної функції не 
змінюється; 

2) перед утвореною функцією ставиться той знак, який має 
функція, що перетворюється за формулою зведення. 
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ТаБJlИЦя 3 
-".~~-

:~ .. Фувк, 90С' + (l 18Ilt .q 2700+ (І' 8С)8-а I~"'· 
ціll ..!. + а. .h т а 

-(І 

А - ех .ь._ а ' 
2 n +а 

2 2 'w 2 

sin а cos а - sin а -сов а -sin а сов а sin а -сов а . 

cos а - sin а -cos а sin а cos а віп а -cos а -sin .а 

tg а - ctg а tg а - ctg а -tg а ctg а -tg а ctg а 

ctg а - 'tg а ctg а - tg а -ctg а tg а -ctg а tg а 

3. Тригонометричні функції подвійного аргументу. Це фор­
мули, які виражають функції аргументу_ 2а через функції ар­

гументу а. Їх можна знайти з формул додавання. 
Поклавши ~ = h у формулі (3), дістанемо формулу синуса - . 

подвійного аргументу: 

sin 2а = 2 sin а co~ а. (7) 

З формули (1), якщо ~ = . а, .ДістаНемо формулу косинуса 
подвійного аргументу : ~ 

сов 2а = cos2 а - sin'2 а. (S) 

Якщо змінити за допомогою основної тригонометричної 

тотожності sin2 а + cos2 а = 1 функцію сов а на sin а або sin а 
на cos а, то матимемо ще дві формули- для cos 2а : 

cos 2а = 2 cos2 а -1, cos 2а = 1 - 2 sin2 а. 

З формули (5), якщо ~ = а, маємо: 

2 
2tga 

tg а = 
l-tg 2 а 

(9) 

Мал. 51 Мал. 52 
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Формули (7) і (8) справджуються для будь-яких -значень 

аргументу, а формула (9) - лише для тих, для яких існують 
tg 20., tg О. і 1 - tg2 О. * о. 

4. Тригонометричні функції половиimого аргументу. Запи­
шемо дві відомі формули: 

cos 2х = ~oS2 Х - sin2 х, - 1 = cos2 Х + sin2 х. 

Якщо х = ~ , ці формули матимуть вигляд: 
cos О. = cos2 я:.. - sin2 Я:... 1 = cos2 - я:.. + sin2 я:.. 

2 2 ' 2 2 . 
Додаючи почленно ці дві рівності і віднімаючи від другої 

рівності першу, дістанемо такі дві формули: 

1 + cos о. = 2 cos2. ~ ; 1- cos о. = 2 sin 2 ~ . 

Записавши їх' відносно квадратів функцій, матимемо фор­
мули половинного аргументу для квадратів синуса і косинуса: 

cos2 Я:.. - = l+соза sin2 я:.. = l-соза 
2 : 2' 2 2 

Звідси: 

/' cos я:.. = ± J l+соза sin' 0.2 = ± J l-с~за 
2 .' 2 ' 

Ці формули дalO'ГЬ 'змогу замінити квадрати тригономет­
ричних функцій на перші стедені функцій. Тому їх назив~ють 

також формулами зниження степенЯ. 

Поділивши почленно дві передостанні рівності, дістанемо 

формули для квадрата тангенса і котангенса половинного ар­
гументу: 

Звідси: 

t 2 а _ l:-соза 
g 2" - l+соза' 

t я:.. = + J l-соза 
g 2 - l+соза' 

sin 20. = 2 sin о. cos о. 

cos 20. ~ 2 cos2 О. -1 
cos 20. = соа'2 О. - siii 2 о. 
cos 20. = 1 .- 2si~2 О. 

tg 20. = 2tga 
·1-tg2a 
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ct 2 я:.. = l+соза 
g 2 l-соза . 

ctg я:.. = -+J l+сова 
2 - l-соза 

cos ~ = ± J l+с~за 
t я:.. = ±Jl-cosa 
g 2 l+соза 

ct я:.. = ±Jl+cosa 
g 2 l-соза 



5. Формули суми й різниці однойменних триroнометрич­
них функцій. Ці формули дають змогу виражати суму й різни­
цю однойменних тригонометричних функцій через добуток три­
гонометричних функцій і навпаки ; 

Щоб перетворити суму sin а + sin ~ на добуток, позначимо 
а = х + у, ~ = х - у. Тоді sin а + sin ~ = sin (х + у) + sin (х - у) = 

= sin х cos у + cos х sin у + sin х cos у - cos х sin у = 

= 2 sin х cos у . . 

Враховуючи введене позначення, розв'яжемо систему 

{Х + у = а, 
x-y=~ 

. . Д. а+13 а-13 
BlДHOCHO х 1 у. lCTaHeMo х = -2-' У = 2 

Отже, 
• • А 2 · а+13 a-j3 Sln а + Sln І-' = Sln -2- COS ~2-' (10) 

Замінюючи у формулі (10) ~ на -~ і враховуючи непарніс~ь 
синуса, дістанемо 

• • А 2· · a-j3 а+13 Sln а - Sln І-' = SIB - 2- COS - 2- ' (11) 

Так само знаходимо cos а t' COS ~ = COS (х .+ у) + COS (х - у) = 
= COS х COS у - sin х sin у + COS і cos :y + sin х sin у = 

a+j3 a-j3 = 2 cos х COS у = 2 cos - 2- cos - 2- ' 

Отже, 
a+j3 О. a-j3 

cos а + cos ~ = 2 cos - 2- cos ~2- (12) 

cos а - cos ~ == COS (х + у) - cos (х - у) = 
= COS х COS у - sin х sin у - COS х COS у - sin х sin у = 

а+l3. а-13 = -2 зіп х зіп у = -2 sin -2- SШ - 2- ' 

Тобто, 
А 2· a+j3. а-13 cos а - cos ~ = - Sln -2- SШ - 2- ' (13) 

Користуючись означенням функції тангенс, знайдемо суму 

й різницю тангенсів: 

tg а + tg А = зіп а + зіп 13 = 
І-' соза cosl3 

tga-tg~= 
зinа 

соза 

зіп а cosl3+cos а зіп 13 зіп (а+l3) 
. совасовl3 = cosacosl3 j 

віп а cosl3-C08 а віп 13 
= соз а сов 13 сов а сов 13 . 
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Отже, sin(a+j3) 
tg а + tg J3 = cosacosj3' 

sin (а-l3) 
tg а - tg J3 = cosacosl3' 

sin а + sin А = 2 sin a+j3 cos a-j3, 
І-' 2 - 2- ' 

• • А 2' a-j3 a+j3 sm а ,- Sln І-' = Sln - 2- cos - 2- ; 

. а+13 a-j3 
cos а + cos J3 = 2 cos - 2- cos - 2- ; 

А 2' а+13 . a-j3 cos а ,- cos І-' = - Sln - 2- Sln - 2- ; 

sin( a+j3) 
tg а + tg А = ' І-' cosacosj3 , 

sin(a-j3) 
tg а .:.., tg А = 

І-' cosacosj3 , 

(14) 

(15) 

Застосуємо формули різниці синусів і різниці косинусів для 

дов~дення зростання фунКІ~ії у = sin х на відрізку [- ~ ; ~ ] і 
У = cos х на відрізку [п; 2п], 

Нехай ХІ Е [~ ~ ; ~ J, Х2 Е [- ~ ; ~ ] і Х2 > ХІ ' Доведемо, що 
різниця '(Х2 ) - '(Х1 ) додатна, Справді, '(Х2) - '(Х 1 ) = sin Хі -

. 2 Х2+Хl, Х2-Хl О . 
- SШ ХІ = сов 2 sш 2 >, ОСКІльки за умовою 

Х2 - ХІ > О, -~ ~ ХІ < Х2 ~ ~, тому - ~ < Х2 ;Хl < ~, 

о:С Х2 -Xl < Д а значить, cos Х2 ;Хl > О і sin Х2 -Xl > О. 
2 '2 ' 2 

Отже, sin Х2 > sin ХІ' 

Доведіть самостійно, що синус спадає на відрізках [ ~ + 2nп; 
32П + 2nп ]. де n Е Z, 

Нехай ХІ Е [п; 2п], Х2 Е [п; 2п] і Х2 > ХІ' Доведемо, що різни­

цЯ '(Х2) - -((ХІ) додатна, Справді, '(х2) - '(х 1 ) = cos Х2 - сов ХІ = 
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= -2 Зl'п Х2;Х1 Зl'п Х2;Х1 > О, . < < ОСКІльки за умовою 7t - Х} 

2 Х2 +Х1 Х2 -ХІ 7t 
< Х2 ~ п, тому n < 2 < 2п, О < --2- < "2' а значить, 

• Х1+Х2 О . Х2-Х1 О О 
8111 2 <, Зlll 2 >. тже, cos Х2 > СОВ ХІ' 

Доведіть самостійно, що косинус спадає на відрізках [2nп; 
n + 2nп], де n Е Z. 

6. Формули перетворення добутку тригонометричних 
функцій на суму. Вивести формули перетворення добутку двох 
тригонометричних функцій на суму можна, застосувавши то­

тожності (1) і (2) та (3) і (4): 

сов а сов ~ = cos(a-I3)+cos(a+l3) . 
(16) 

2 • 

зіп а зіп ~ = cos (a-I3)-cos.( 0.+(3) 
(17) 

2 

зіп а сов ~ = sin (a+I3)+sin (ех-l3) 
(18) 

2 

7. ФормуJIИ перетвореиия синуса і -косинуса кута через тан­
генс половини цього кута. Маємо: 

2sin..!!. соз..!!. · . 
зіп а = 2 зіп J!. сов J!. . = 22 

2 2 sin 2 ..!!. +соз2 ..!!. . 
. 2 . 2 

Поділимо чисельник і знаменник утвореного дробу на 

а ех ех . 7t 
соз2 "2 за умови, що cos2 "2 * О. Звідси "2 * "2 + kn, де k Е Z, і 

2tg..!!. 
sin а = 2 

1+tg2~ • 
2 

Таким самим способом виразимо сов а через tg ~ : 

cos а = соз2 J!. - sin2 J!. 
2 2 

Отже, . 

(19) 

·1-tg2 ~ \ 
2 

СОВ а = (20) 
1+tg 2 ..!!. . 

2 

Якщо поділити почленно рівності (19) і (20), то дістанемо: 

tg а = 
2tg..!!. 

2 

l-tg2 ..!!. • 
2 
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sin а = 

cos а cos А = cos(a-f})+cos(a+f}). 
І-' 2 ' 

sin а sin А = cos(a-f})-cos(a+f}) .-
І-' 2 ' 

sin а cos А = sin(a+~)+sin(a-~). 
І-' 2 ' 

2tg а-
2 

l+tg2 ~ , 
2 

cos а = 
l+tg2~ , 

2 

tg а = 

РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

2tg ~ 
2 

l-tg2 ~ • 
2 

Виведені формули широко використовують для спрощення 

виразів, доведення тотожностей, розв'язування тригонометрич­

них рівнянь і н~рівностей та ін. 
Приклад 1. Обчислити значення виразу, не застосовуючи 

- таблиці ТРИГО~lОметричних функцій і калькулятор: 

1) cos 756; 2) sin I~; З) tg ~~; 4) cos 2100; 

. 6 tgl3° + tg47° . 22 зо' 5) sin 750 + S10 150;) 30 470; 7) S10 о ; 
l-tgl tg 

8) tg ~ ; 9) sin ~~ ·sin 2п4 ; 10) cos ~ , 

якщо cos а = 119 і 1t < а < k 169 2 . 
Р о з в' я з анн я. 1) Нехай 750 = 450 + зоо. Тоді cos 750 = 

= cos (450 + зоо) = cos 450 cos З()О - sin 450 sin зоо = 

= ./2 . 13 _ ./2 .1. = ./2·13 -./2 = ./2 (Га -1), 
2 2- 2 2 4 4 ' 

2) sinJ..!!:.. = SіП(д.+д.) = sіпд. соsд. + созд. зіпд. = 
12 3 4 3 4 3 4 

= 13 . ./2 + 1. . ./2 = ./2 (Га + 1)' 
2 2 2 2 4 ' , 

.[3 

( ) 

tg~+tg~ 1+- 3+Л 
З) tg ~ = tg д. + Д. = 4 6 = З = __ . 

12 4 6 1 - tg~ . tg~ 1 - .[3 3 -л ' 
4 6 З 

4) cos 2100 = cos (1800 + зоо) = cos 1800 cos зоо -
- sin 18()о· sin зоо = 13. 

-Т' 
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5) sin 750 + sin 150 = 2sin 750+150 cos 750+150 = 
2 2 

= 2 sin 450 cos ЗОО = Л. іЗ = !6 . 
22' 

6) 
tgI3°+tg47° гз = tg (1ЗО +470) = tg 600 = З; 

1 - tgl3° tg47° 

7) sin 220 зо' = Jr-l---C-O-S-45-0- = J 1 - ~ = J2 - J2 
222 

(знак плюс перед коренем взято тому, що кут 220 зо' належить 
І чверті, а синус у І чверті додатний); 

= 

8) tg ~ = 
8 

1- cos 2!.. 
___ 4-'-. = 

1 + COSf 

1-- 2-/2 НМ 
1+1 = 2+/2 = 

2 

9) sin h . sin--.!L = -.l ( COS(~-~)-COS(~+~)J = 24 24 2 24 24 24 24 

= 1. (cOs ~ - cos ~) = -.l ( JЗ + J2 J = -.l (JЗ + J2 ). 
26 42224 ' 

l+Ш 
10) cos.Q. = - 169 = 

2 2 

= _J144 =-~ 
169 13 . 

Приклад 2. Спростити вираз: 

1 ) cos о. cos ~ - cos (о. + ~) . 
. cos(o.-~)-sino.sin~' 

2) Sii1(; +~)-cos(a-1t)-tg(a-1t)+ctg{527t -а} 
З) tg 270 + tg 180 ; 

tg27° tgI8°-1 

4) cos4 а - 6cos 2 а sin2 а + sin4 а; 

5) 2sin 2 .Q. + cosa· 
2 ' 
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6) sin 8а + віп 9а + sin 10а + sin 11а + sin 12а . 
cos8a + cos9a + cQsI0a + coslla + cos12 a 

р о з в' я з анн я. 

1 ) cos а cos 13 - cos (а + 13) 
cos (а - 13) - sinasinl3 

= 
cos а cos 13 - cos а сов 13 + sin а sin 13 
cos а cos 13 + siH а sin 13 - він а sin 13 

BinaBinl3 t t А = = gex g..,; 
cosacosl3 

2) віп ( ; + ех ) - cos (ех - 7[) - tg (ех - 7[) + ctg ( 52Л: - а ) = 

~ С08.- С08(. -.) + tg(. -.) +etg r 2"( ; -а J)" 
= сов а + cos а - .tg а + tg а = 2 c~s а; 

3) tg 270 + tg 180 = 
tg27° tgI8°-1 

= - tg 450 = -1; 

4) сов4 а - 6cos2 а sin2 а + sin4 а = (cos4 а - 2 cos2 а sin2 а + 
+ віп4 а) - 4 cos2 а sin2 а = (cos2 а - sin2 а)2 - (2 sin а cos а)2 = 
= cos2 2а - sin2 2а = cos 4а; 

= 

5) 2 sin 2 ~ + cos а = 1 - cos а + cos а = 1; 

6) віп 8а :І- зіп 9а + зіп 10а + sin 11а + sin 12а = 
соз8а + соз9а + cosl0a + созllа + cos12a 

(зіп8а + sinl2a) + (зіп 9а + sin 11а) + sinl0a = 
(сов8а + созl2а) + (соз9а + соз11а) + cosl0a 

2зіпl0асоз2а + 2зіпl0асоза + sin 10а 
2cosl0acos2a + 2cosl0acosa + cosl0a 

= 

= sinl0a(2cos2a + 2cosa + 1) = t 10ех 
cosl0a(2cos2a + 2cosa + 1) g . 

Приклад 3. Подати вираз у вигляді добутку або дробу: 

1) 1- сов ~ а; 2) 1 + sin 3а; 3) 1 - cos а + sin а; 

4) 1 + tg а; 5) asin а + bcos а; 6) 3 - tg2 а. 

р о з в' я з анн я. 

1) 1 - сов ~ а = 2 sin 2 ~ а; 

2) 1 + sin 3а = 1 + cos ( ~ - 3а ) = 2 cos 2
( ~ - ~ а ): 
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3) 1 - cos а + sin а = (1 - cos а) + sin а 

+ 2sin.!!.cosi!. = 2sini!.(Sin.!!. + cos.!!.) = 
2 2 2 2 2 

= 2 sin ~ ( sin ~ + sin ( ~ - ~ )) = 
~+1!._~ ~ -1!.+ ~ 

= 2 sin і!. . 2 sin 2 2 2 cos 2 2 2 = 
222 

= 2 sin 2 .!!. + 
2 

= 4 sin ~ sin : cos ( ~ - : ) = 2J2 sin ~ cos ( ~ - : ): 

• ( 1t ) sш "4+а . 
4) 1 + tg а = tg.1!.. + tg а = = 

4 соз~соза 
. 4 

= 2 sin ( f + а ) =) J2 sin ( f + а) . 
J2 соза соза' 

5) а sin а + Ь cos а = а ( sin а + : cos а ) = 

=a(sina+ tg<pcosa) = (sina+ sinq> cosa)= 
созц> 

sin а соз q> + соз а sin q> 
= а = 

asin(a + <р) 
созц> созц> 

де ~ = tg<p, оскільки будь-якому числу, в даному разі 
а 

~, (а :1:. О), відповідає тангенс деякого кута <р. Кут <р завжди 
а 

можна обчислити за відомим значенням тангенса; 

6) 3 - tg2 а = (Га)2 - tg2 а = tg 2 ~ - tg 2 а = 

= ( tg а _ tg ~ ) (tg а + tg ~ ) = sin ( а - і) sin ( а + f ) _ 
созасозі созасозі 

4 зш ( а - f ) sin ( а + f ) . 
соз2 а 

Приклад 4. Довести тотожність: 
1) sin (а + ~) cos (а - ~) = sin а cos а + sin ~ cos ~; 
2) tg а tg ~ + (tg а + tg ~) ctg (а + ~) = 1; 

3) sin 2а соз а = tg і!. . 
1 + соз 2а 1 + соз а 2 ' 
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а . а 

4) cos2 - ВШ2 = _1 __ tga' 
cos~ + sin~ cos а ' 

2 2 
cosa + sina 

5) tg (450 +а) = соза _ sina ; 

tg ( ~ -l} ) (1 + вlп а) 
6) . = ctga. 

sша 

д о в еде н н я. 1) Перетворимо ліву частину рівності за 
формулою (18): 
. ( + А) ( А) sin(a+l3+a-I3)+sin(a+~-a+l3) 

Sln а .... COS а -.... = 2 = 
_ sin2a.+ віn213 _ 2sinacosa + 2sinl3cos~ = 
- 2 - 2 
= sin а cos а + sin ~ cos ~; 

2) tg а tg ~ + (tg а + tg ~) ctg (а + ~) = tg а tg ~ + 

+ tg <1 + tg 13 = t а t А 
tg (<1 + 13) g g .... 

+ (tg<1 + tgp) (1- tg<1tg13) = tg а tg ~ + 
tg<1 + tgp 

+ 1 - tg а tg ~ = 1; 

3) sin2a cosa = 2sinacosa 
1 + cos2a 1 + cosa 2cos2 а 

2sin~cos~ = __ -=2_----'2=__ 

2cos2 ~ 
2 

tg~' 
2 ' 

сова 

2сов2 ~ 
2 

= 

cos а sin а (COS.!!2 - sin.!!2 )2 2- "2 
4) = = 

cos ~ + sin ~ ( cos ~ + sin ~ ) ( cos ~ - sin ~ ) 

Іа 2' а а . Іа cos "2 - вш 2 cos 2 + SШ"2 1 - sin а 1 
= = =---tga; 

cos2 ~ - sin 2 ~ cos а cos а 
2 2 

cosa + sina 
5) cosa - sina 

sin (900 - а) + sin а 
--'----'---- = 
sin (900 - а) - sin а 

. 900 - а + а 900 - а - а 

= _2_s_1n_--:-=-2 __ c_os __ =-2 __ = sin 45 о cos (45° - а) = 
2 900 -а+а. 900 -а-а cos45°sin(45°-a) cos 2 sш 2 

= tg 45°ctg (450 - а) = tg (90° - 450 + а) = tg (450 + а); 

6) tg ( ~ -l} ) (1 + sin а) = tg ( ~ -l} )( 1 + cos( t - а)) _ 

sina sina 

91 



ІСТОРИЧНА ДОВІДКА 

Термін стригонометрія., який походить від грецьких слів 
стригон. - три"утни" і сметрео. ~ вимірюю і означ'ає в 
перекладі свимірювання трикутників., був запропонований 
у 1595 р. німецьким математиком В. Б. Пітіском (1561-
1613). 

Тригонометрія, як астрономія і географія, зародилася й І 
розвивалася у Вавилоні, Єгипті, Китаї, " Індії та інших краї­

нах. Значного розвитку тригонометрія як частина астрономії 
~абула у Стародавній Греції. Греки першими почали розв'язу­
вати прямокутні трикутники, у зв'язку з чим склали тригоно­
метричні таблиці. У цих таблицях містилися довжини хорд, 

.що відповідали центральним кутам круга сталого радіуса. 
Фактично це були таблиці синусів, оскільки лінія синусів до-
рівнює половині хорди. 

Перші тригонометричні таблиці було складено давньогрець­
ким астрономом і математиком Г і п пар х о м (близько 150 р. 
до н.е.). Він увів також географічні координати - широту і 

довготу, визначив відстань від Землі до Місяця. -І 
Таблиці синусів складали також індійські астрономи, які 

розглядали і косинус. 
Тригонометричні таблиці високої точності було складено у 

ХУ ст. середньоазіатським ученим ал-Каші (ХІУ -ХУ ст.) та 
німецьким астрономом і математиком Ре г і о м О В Т а в о м 
(1436-1476). 

У Росії перші тригонометричні таблиці, в складанні яких 
брав участь Л. Ф. Магницький (1669-1739), було видано 
у 1703 р. 

Вчення про тригонометричні функції почало розвиватися 

ще в ІУ - V ст. у працях індійських учених. Термін свіnив. 
хоч і був введений латинською мовою у ХІІ ст., але переклали 

його з іl;lдійської сархадживе., що означає половина хорди. 
Термін скосинус. походить від скорочення двох слів свіnив 

complementi>} - синус доповнення (віn (90· - х». які вживав 
Регіомонтан. _ 

у ІХ-Х ст. середньоазіатські вчені ввели поняття танген­

са, котангенса, секанса (величини, оберненої до косинуса) і 
'І 
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косеканса (величини, оберненої до синуса). Термін стангенс. 

був введений у 1583 р. німецьким математиком Т. Ф і в ком 
(1561-1656). Латинське слово ctangens. означає той, що до­
тu"ається. Термів скотангенс. походить, як і косинус, від 
словосполучення ctangens complementi •. 

Сучасвого вигляду вчення про тригонометричні функції 

набуло в працях Л е о в ард а Ей JI ера (1707-1783) - ма­

тематика, фізика й астронома, швейцарця за походженням, 
який довгий час працював у Петербурзькій Академії наук. 

Л. Ейлер розглядав тригонометрію як науку про тригономет­

ричні функції. Ці функції він тлумачив як відношення відпо­

відних тригонометричних ліній до радіуса, що дало можливість 
розглядати їх не лише як функції кутів і дуг, а й як функції 

дійсних чисел. Л. Ейлер уперше доступно виклав відомості про 
знаки тригонометричних функцій у кожному з квадрантів, 

дослідив їх області визначення, ввів позначення функцій sin х, 
cos х, tg .;, ctg х, сторін а, Ь, с і протилежних до них. кутів А, 
В, С у трикутнику. Він автор низки тригонометричних фор­

мул. 

3АПИТАННЯ І 3АВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Довести формулу додавання для косинуса. 
2. Довести формулу додавання для синуса. 
3. Довести формулу додавання для тангенса. 
4. Сформулювати правило користування формулами зве­

дення. 

5. Довести формули тригонометричних функцій подвійного 
аргументу. 

6. Записати формули тригонометричних функцій половин­
ного аргументу. 

7. Довести формули суми і різниці синусів та косинусів. 
8. Довести формули суми і різниці тангенсів. 

ВПРАВИ 

48.-Обчислити значення виразу, не застосовуючи тригоно­
метричні таблиці і мікрокалькулятор: 

1) сов 150; . 

2) сов (а - А), CПl'fПо sin а = -1., сов А = ~ J!. < а < n' О < А < Д • . ' .... .~- 5.... 5' 2 . ,.... 2' 

3) tg lп2 ; 

4) Bin ~ , сов ~ , tg ~ , якщо sin х = 0,6, ~ < х < n; 
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А 

5) Sin( а- ~). якщо sin а = - 0,8; 

6) 1 + tg4° + tg49° . 
tg49°-tg4° • 

7) cos2 22030' - sin2 22030'; 

8) tg ~~ 1t-tg 152п; 9) sin 75°sin 750; 10) sin ~ cos lп2 . 

49. Спростити вираз: 

1) sin а sin (а + ~) + cos а cos (а + ~); 

2) сов(а + Р) + сов(а - Р) 
сов(а - Р) - сов(а + Р) 

tg7a- tg3a . 
4) tg7a tg3a + 1 ' 

3) sin 11 о сов 150 + сов 11 о віn 150 

віn ІВО сов 12~ + сов ІВО віn 120 

6) Jl+cos8a; 7) віnасова . 8) sin х + sin 2х + sin 3х. 
1 - 2sin 2 а ' 

~-------------------

ІВ 

(1- cos2a)cosa 
9) sina 

11) J1.. -1..cos4a . 
2 2 ' 

sin(45°- а)зіn(450 + а) 10) --~--~~----~ 
соз(450 - а)сов(450 + а) 

12) 
tg ( а + f1t ) -ctg ( а + !f1t ) . 
ctg ( ех + f1t) + tg ( а + 1: п) • 

13) (tg а + c·tg а) sin 2а; 14) __ 1 __ _ tg 2a - sin2 а; 
сов 2 а 

15) 
cos3a + сов4а + сов5а 
віn3а + віn4а + sin5a 

16) 1 - віn2а 
(sin а - соз а) 2 

· 17) 1- sin (~- зп)- cos 2 ~ = sin 2 .!!.. 
2 4 . 4' 

1 + cosa + cos2a + cos3a 
! 8) - -co-s-a-+-=2' -c-o-s::-2 a---l~-
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А 

Б 

• • 

20) 

21) 

sin2a + соз2а - cos6a - sin6a 
sin4a + 2sin2 2а-1 

2sina - sin2a ~. 
2 sin а + sin 2а ,якщо 1t < а < 2 ' 

sin 2 (a +~) + sin2(a - ~) _ tg2 ~ 
22) 2 соз 2 а cos2 ~ . 

50. Записати вираз у вигляді добутку або дробу: 

1) sin (а + ~) + sin (а - ~); 2) 1-cos!a; 3) 1 + sin 5а; -

4) 1 - tg а; 5) 1 - sin а - cos а; 6) tg а + tg 2а - tg 3а . 

1+соз(а-~) 
7) 1 - соз (а -~) ; 8) sin х + jlin 2х + sin 3х + sin 4х ; 

9) гз -2 cos 200; 10) J1 + 2 ; 
tga + ctlga 

11) sin2 (а + ~) - sin2 а - sin2 ~; 12) 1 - 3 tg2 а . 

13) 
sin2 2q ~4sin2 а 

sin2 2а "+ 4si~2 а - 4 ; 

14) ctg: 2а - ~. 2а - ~_ cos 4а ctg 4а; 

15) 2- " /sin8a . 1-6) cos2Q-sіп4а - соs6а. 
sin· 2а - соз· 2а ' ' соз2а + sin4a - cos6a 

51. Довести тотожність: 

А 

1) cos acos ~(tg а + tg~) = sin (а + ~); 

2) 
sin(a +13) - sin(a -~) - ctg а; 
соз(а +~) - соз(а -~) 

" 

3) 1 + 2 сов 2а + cos 4а = 4 cos2 a "cos 2а; 

4) 2 sin 2а sin а + cos 3а + cos а; 

sin ( 2а + ~4 ) • 
5) 1 + ctg2a = _~_:---_--+_ 

1 - ctg 2а ( п ) , sin 2а -"4 

2 sin а - sin 2а . 2" а 
6) 2sina + sin2a = tg 2 ' 
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~~-----------------
2 1 7) cos а = - - sin2a. 

І tg Е.. _ ctg .!!: 4 ' 
2 2 

• • 

8) sin 3а = 3 sin а - 4 sin3 а; 

9) cos
2
(a - ~)- соз 2 (а + ~) = tga tg~' 
4cos2a ~os2 ~ , 

10) cos1 а - sin а = cos 2а; . 

1 + cosa + cos2a + соsЗа .- t . 
11) =cga' 

sin 2а + 2sinacos2a . ' 

12) Jl + sin а - Jl - sin а = 2 ~jn ~ ; 

13) 

14) 

1 + sin 2а ( \ ) 15) =tg п4 \ а; cos2a - \ 

16) cos 2 ( ~ + ~ ) - sin 2 ( ~ + ~ ) - ~ = - 2 sin ~ sin ( ~ + ~ } 
17) sin 2а + sin 4а - 2 sin 3а cos 3а = 4 sin ех sin 2а sin 3а; 

18) 
sin а + 2 sin За + sin 5а sin За ' 
sіпЗа + 2sin5a + sin 7а =, sin5a ; 

19) 4COS(l!.-;)SіП(.і:... а) = Sі~За . 
6 З sша ' 

20) sin2 а + sin2 ~ + 2 sin а sin ~ cos (а + ~) = sin2 (а + ~); 

21) tg2 а - ctg2 а = _ __ ...:4=-:--::-­
tg.2u sin2a 

22) cos4a tg2,a - sin4a = _ tg 2 2а. 
cos4a ctg2a + sin4a 
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ТРИГОНОМЕТРИЧНІ 
РІВНЯННЯ 

Складаnnя рівnяnnя задачі є осnовnим засобом 
застосуваnltЯ математики до nриродозnавства 
і техnіки. Без рівnяnnя nемає матемаinики як 
засобу nізnаnnя природи . 

П. С. Але"саnдров 

§ 11. Обернені тригонометричні функції 
Поняття про обернену функцію. Під час розв' язування 

різних задач часто доводиться обчислювати значення функції 

за даним значенням аргументу. Наприклад, обчислювати/Пло­
щу S квадрата за довжиною його сторони за формулою Еі= а2 , 
яка задає залежність (функцію) площі від довжини а ст'орони 
квадрата. Проте часто доводиться розв'язувати обернену зада­

чу: якою має бути сторона квадрата а, щоб площа S мала напе­
ред задане значення а = Гs, або обчислити час t, який затра­
тило тіло в рівномірному русі, якщо воно пройшло шлях пев­

ної довжини. Якщо 8 = 80 :r vt (де v - стала) - формула 
шляху, яка задає лінійну функцію, то 8 = f(t) - функція аргу­
менту t. Якщо визначити t із формули шляху, то дістанемо 

іншу функцію t = ~ - !2..., також лінійну, але відносно аргу-
v v 

менту в, яку в загальному вигляді позначимо t = <р(8). Функцію 
а = гs називають оберненою до функції S = а2 , а t = ~ _!2... -

. v v 
оберненою до 8 = ' 80 + vt. 

Ро~глянемо приклади знаходження функцій, обернених до 

лінійної У = kx + Ь.і квадратичної у = х2 функцій. 
Приклад 1. Нехай у = 2х + 3 = {(х) - задана лінійна функ­

ція. Областю визначення і областю значень П є множина всіх 

дійсних чисел. Кожне своє значення у лінійна функція набу­
ває лише при одному значенні аргументу х. 

Вважатимемо змінну у незалежною (аргументом), а змін­
ну х - залежною і розв'яжемо рівняння у = 2х + 3 відносно змін-

.. Д ' . . u Ф . 1 3 ( ) HOl х. lCTaHeMo також ЛlНlИну УНКЦlЮ х = "2 у -"2 = <р у , 
яка задає іншу залежність х від у. 
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Мал. 53 

l ' 3 
Функція х = "2 у -"2 = <р(у) нази-

вається оберненою до функції у = 2х + 
+ 3 = f(x). 

П . .. 1 3 
ОМlНяємо У РІВНОСТІ Х = "2 у - "2 

І!означення, оскільки прийнято неза­

лежну змінну позначати літерою х. а 

залежну - літерою у. Дістанемо функ-

цію у = t х -% = ((І(Х), обернену до 
у = 2х + 3 = f(x) . 

Побудуємо графіl'; lІ функцій у = 2х + 3 

і оберненої до неї у = t х - ~ в одній системі координат (мал; 53). 
Помічаємо, що графіки даної функції і оберненої до неї 

розміщені симетрично відносно прямої у = Х, тобто симетрич­
но відносно бісектриси першого і третього координатних кутів. 

Не слід думати, що кожна функція має обернену на своїй 
області визначення. 

Приклад 2. Нехай задано функцію у = х2 • Областю визна­
чення її є множина всіх дійсних .чисел, тобто Н, а областю 
зміни - множина невід'ємних чисел, тобто у Е [О; +00). 

Графік функції (мал. 54) показує, що кожне своє значення 
(крім у = О) вона набуває при двох значеннях аргументу ХІ і х2 • 

Якщо розглянути залежність х від у. то вона не буде функ­
цією, оскільки одному значенню уо відповідає два значення х. 
Це означає, що функція У = х2 на всій області визначення не 
має оберненої. Проте, якщо розглянути підмножини області 
визначення, наприклад (-оо; О] або [О; +00), то на цих підмно­

жинах функція у = х2 кожного свого значення набуває лише 
при одному значенні аргументу. 

На першій із цих підмножин функція спадає, а на другій -
зростає. На кожній із них існує функція, обернена до у = х2 • 

у 

х, 

Мал. 54 

Знайдемо, наприклад, функцію, 

обернену до у = х2 , якщо Х Е (-оо; О], 
тобто х - недодатне. Тут областю виз­
начення є множина (-оо; О], а областю 
значень - множина невід'ємних 

значень у. тобто у Е [О; +00). 
Вважатимемо тепер у незалежною 

змінною, а х - залежною і розв'яжемо 
рївняння у = х2 відносно змінної х. Це­
квадратне рівняння. Воно має два ко-

рені х = ± Ііі . Але за умовою х - недо­
датне, тому х = -Ііі = <р(у). 

98 



Функція х == - ГУ == q> (у) є оберненою 
до функції у == х2 за умови х ~ О. 

Поміняємо у рівності х == - ГУ по­
значення незалежної і залежної змін­

них. Дістанемо функцію у == - ІХ == 
== q> (х), обернену до у == х2 , Х ~ О. 

Областю визначення оберненої функ-

ції у == - ІХ є множина [О; оо), бо х в 
арифметичному корені невід'ємне, а об­

ластю зміни - множина (-оо; О]. 

Помічаємо, що області визначення і 
зміни взаємно обернених функцій помінялися 
жинами. 

Мал. 55 

• своїми. мно-

Побудуємо графіки функцій у == х2 , Х ~ О і У = - ІХ , х ~ О в 
одній системі координат (мал. 55). Побудовані графіки також 
симетричні відносно прямої у = х. 

Функція f, яка має обернену, називається оборотною. 
Необхідною і достатньою умовою існування оберненої 

функції до даної є така: вона має набувати кожного свого зна­

чення лише для · одного значення аргументу. 

Достатньою умовою існування оберненої функції для даної 

функції є її монотонність, тобто зростання або спадання на 
всій обд-асті визначення. 

Наприклад, будь-яка лінійна функція у = kx + Ь, якщо k * О, 
є оборотною, тобто має обернену. Оборотною є також функція 

у = х3 , бо вона зростаюча на всій області визначення. . 

Оберненою до даної оборотної функції у = f(x) нази­
вається така функція х = ср (у ~ яка кожному у із мно­
жини -значень функції у = f(x) ставить у відповідність 
єдине число х із ії області визначення. 

Якщо поміняти позначення незалежної і залежної змінних, 

_то обернену функцію до у = '(х) запишемо у вигляді у = q> (х). 
Розглянемо алгоритм знаходження формули функції, об~р­

неної до даної. 

1) З'ясовуємо, чи є функція У = '(х) оборотною на всій об­
ласті визначення. Якщо ні, то виділяємо підмножину області 

визначення, де існує функція, обернена до у = '(х). 
2) Розв'язуємо рівняння У = '(.х) відносно змінної х, тобто 

знаходимо функцію х = q> (у), яка є оберненою до у = ((х). 
3) Міняємо позначення змінних: незалежну змінну позна-
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'І 

Мал. 56 

чаємо х, а залежну - у. Дістаємо функ­

цію у = <р (х), обернену до у = (х) у прий­
нятих позначеннях змінних. 

Можна довести загальне твердження:" 

графік функції qJ , оберненої до 
функції f , симетричний графіку f 
відносно прямої у = Х . 

Д о в еде н н я. Якщо У = (х) -
дана оборотна функція, то х = <р (у) -
обернена до неї. Це означае, що коли 

точка М(х; у) належить графіку у = (х), 
то точка N(y; х) належить графіку х = <р (у) (або у = <р (х». 
Але ці дві точки розміщені у системі координа:r симетрично 
відносно прямої у = х (мал. 56). 

Сформулюємо без доведення таку властивість оберненої 
функції: 

якщо функція f зростаюча (спадна) на проміжку І , то 
вона оборотна. Обернена до f функція qJ, визначена в 
області значень f , також є зростаючою (спадною). 
Функція, обернена до у = sin х. Введемо обернену функцію, 

користуючись загальним алгоритмом знаходження функції, 

оберненої до даної. 
1) Із властивості періодичності і графіка функції у = sin х 

(див. мал. 38) випливає, що кожне своє значення уо вона набу­
ває для нескінченної множини значень аргументу х = хо + 2nп. 
Це означає, що функція не є оборотною на всій області визна­

чення. Разом з тим, на всіх проміжках, де вона зростає або 
спадає, існує обернена до неї функція. Виберемо такий із 

проміжків монотонності, значення х у якому найближчі дО О. 

Це проміжок [ - ~ ; ~ ] . Справді, якщо х Е [- ~ ; ~ ] ' то синус 
набуває всіх своїх значень у Е [ - 1; 1] і зростає. 

2) Вважатимемо у незалежною змінною (аргументом), а х -
залежною (функцією) і розв'яжемо рівняння у = sin х віднос­
но х. Це означає, що треба знайти таке число х (кут або дугу), 
синус якого дорівнює у. На обраному проміжку таке число 

буде єдине. Для його позначення використовують символ 

х = arcsin у. Отже, під знаком arcsin міститься значення си ­

нуса, а х = arcsin у = <р (у) - функція , обернена до у = sin х, 

якщо х Е [- ~ ; ~ ] • 
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3) Поміняємо позначення незалеЖНОl 1 залежної змінних. 

Дістанемо функцію у = arcsin х = <р (х), обернену до у = sin х, 

якщо х Е [- ~ ; ~ ] ' записану у прийнятих позначеннях змінних. 
Помічаємо, що (як і для будь-яких взаємно обернених функцій) 

області визначення і значень цих функцій помінялися множина­

ми. Для у = arcsin х х - значення синуса і х Е [- 1; 1], а у -

число (кут або дуга), синус якого дорівнює х, і У Е [~ ~ ; ~ ] . 

Графік функції у = arcsin х дістанемо з графіка функції 

у = sin х, якщо х Е [- ~ ; ~ ] ' перетворенням симетрії відносно 
прямої У = х (мал. 57). 

Розглянемо властивості функції у = arcsin х. 
1) Областю визначення функції у = arcsin х є множина [-1; 1], 

областю значень - множина [- ~ ; ~ J. При цьому, якщо 
О ~ х ~ 1, то О ~ arcsin х ~ ~ , а якщо -1 ~ х ~ О, то - ~ ~ arcsin х ~ О. 

2) Графік функції симетричний відносно початку коорди­
нат (функція непарна), тобто arcsin (-х) = -arcsin х. Довести 
цю властивість можна так. Область визначення - множина, 
симетрична відносно О. Доведемо, що f(-x) = - f(x). Враховую-

чи область значень · арксинуса, маємо - ~ ~ arcsin ( - х) ~ ~ , 

~ ~ arcsin х ~ ~ . Псімноживши всі три частини останньої 
. . 1 1t < . < 1t З HeplBHocTI на - , матимемо - 2" - -агсsш х - 2"' апишемо 

синуси виразів arcsin (-х) і -arcsin х: sin (arcsin ( - х» = -х, 
sin (-arcsin х) = - sin (arcsin х) = -х. Але якщо два числа на­
лежать одному і тому самому проміжку і синуси їх рівні, то і 
числа piB~i в силу монотонності синуса на цьому проміжку. 
Отже, arcsin (-х) = -arcsin х. 

3) Фущщія не є періодичною. 
4) ДоріВflЮЄ нулю при х = О. 
5) Зростаюча за теоремою про влас ­

тивість оберненої функції. 

6) Додатна при ХЕ (О; 1] і від'ємна 
прИХЕ [-1; О). 

7) Набуває найбільшого значення, 
1t . 

що дорівнює 2"' якщо х = 1, і най-
1t 

меншого - 2"' якщо х = - 1. 
Якщо в рівності х = arcsin у замі­

нити у на sin х, оскільки у = sin х, то 

arcsin (sin х) = х, - ~ ~ х ~ ~ . 
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Якщо від функції у == arcsin х перейдемо до оберненої функції 
х == sin у' а в останній рівності замінимо у на arcsin х, то дiCTa~ 
немо ще одну рівність sin (arcsin х) == х. 

Рівності arcsin (sin х) == х і sin (arcsin х) == х використовують 
у різних тригонометричних обчисленнях. Згідно з цими рівно-

стями: sin (arcsin ~ ) == ~ , arcsin (sin І{ ) == 1 . 
Функція, обернена до у = cos х. Із властивості періодич­

ності і графіка функції у == cos х (див. мал. 39) випливає, що 
кожного свого значення уо функція набуває для нескінченної 

множини значень аргументу х == хо + 2nп. Це означає, що функ­
ція не є оборотною на всій області визначення. Разом' з тим на 
всіх проміжках, де вона зростає або спадає, вона має обернену 

функці~. Виберемо один із них, наприклад проміжок [О; п] . 
При х Е [О; п] косинус набуває всіх своїх значень [- 1;~] з об­
ласті значень. 

Вважатимемо у незалежною змінною (аргументом), а х -
залежною (функцією) і розв' яжемо рівняння у == cos х відносно 
змінної х. Це означає, що треба знайти таке число х (кут або 
дугу), косинус якого дорівнює у. На обраному проміжку таке 
число єдине і позначається х == arccos у. Оч~видно, що Х == <р (у). 
Отже, під знаком arccos міститься значення косинуса, а функ­
ція х == arccos у обернена до у == cos х, якщо-Х Е [О; п]. 

Поміняємо позначення незалежної і залежної змінних. 
Дістанемо функцію у == arccos х, обернену до у == cos х, якщо 
х Е [О; п], записану у прийнятих позначеннях змінних. 

Областю визначення функції у == arccos х є множина [ - 1; 1], 
а областю значень - [О; п], тобто О ~ arccos х ~ п. . 

Графік функції у == arccos х дістанемо з графіка у == cos Х, 
якщо х Е [О; п], перетворенням симетрії відносно прямої у == х 
(мал. 58). 

Мал. 58 

Розглянемо властивості функції 
у = arccos х, щО випливають з її графі­
ка. Їх можна обгрунтувати так само, 
як і для функції· у == arcsin х. 

1) Областю визначення функції 
у == arccos х є множина [- 1; 1], а облас­
тю значень - множина [О; п]. Якщо 

. 7t 
О ~x~ 1, TOO~ arccos X~"2; при - 1 ~x~ О 
n "2 ~ arccos х ~ п. 

2) Графік функції не симетричний 
ні відносно початку координат, ні 

відносно осі Оу. Це означає, що функ-
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ція не є ні парною, ні непарною. Для неї справджується 

рівність arccos ( - х) == n - arccos х (доведіть це самостійно). 
3) Функція не є періодичною. 
4) Дорівнює нулю, якщо х == 1. 
5) Функція спадна. 
6) Додатна на всій області визначення. 
7) Функція набуває найбільшого значення п, якщо х == - 1 і 

найменшого О, якщо х == 1. 
Для функції У == arccos х також справджуються рівності 

cos (arccos 'х) == х, arccos (cos х) == х для х Е [О; n]. Обrpунтуйте це. 
Функція, обернена до у = tg х. Функція У == tg х набуває кож­

ного свого значення для нескінченної множини значень аргумен­

ту х == хо + пп, n Е Z. Тому вона не є оборотною на всій області 

визначення. Але на кожному з проміжків - ~ + пп < х < ; + пп 
вона зростаюча, а тому має обернену. Виберемо один з таких 

проміжків, наприклад (- ~ ; ~ ) , значення х в якому най-

ближчі до о. Якщо х Е ( - ~ ; ~ ) , то тангенс набуває всіх своїх 
значень у Е (-оо; оо) З області значень. 

Вважатимемо у незалежною змінною (аргументом), а х­

залежною змінною (функцією) і розв'яжемо рівняння у == tg х 
відносно х. Це означає, що треба знайти таке число (кут або 
дугу), тангенс якого дорівнює у. На обраному проміжку це 
число буде єдиним і позначається х == arctg у. Очевидно, що 
х == <р- (у). 

Отже, під знаком arctg міститься значення тангенса, а функ-

ція х == ' arctg у обернена до у == tg х , якщо х Е ( - ~ ; ~ ). 
Поміняємо позначення незалежної і залежної змінних. Діста­

немо функцію у == arctg х == q> (х), обернену до у == tg х, якщо 

х Е ( - ~ ; ~ ) , записану в прийнятих позначеннях змінних. 
Графік функції у == arctg х дістанемо з графіка у == tg х, якщо 

х Е ( - ~ ; ~ ), перетворенням симетрії відносно прямої у = х 
(мал. 59). 

Розглянемо властивості функції у = arctg х, щО виплива­
ють з її графіка. 

1) Областю визначення функції у == arctg х є множина (-оо; +(0), 

областю значень - множина ( - ~ ; ~ ) . Якщо О :::; х < + оо, то 
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0$ arctg х < ~, якщо -оо < Х $ О, то 
1t - "2 < arctg х $ О. 

2) Графік функції симетричний від­
носно початку координат, це означає, 

що функція непарна, тобтоаrсtg (-х) = ' 
= - arctg х (доведіть це самостійно). 

3) Функція не є періодичною. 
4) Дорівнює нулю, якщо х = О. 

5) Функція зростаюча. 
Мал. 59 6) Додатна, якщо О < х < +00, 

від'ємна, якщо -оо < Х < О. 
7) Функція не набуває найбільшого і найменшого значень. Для 

функції у = arctg х також справджуються дві рівності tg (arctg х) = 

= х, arctg (tg х) = х для х Е ( - ~ ; ~ ) . Обr'рунтуйте це. 
Функція, обернена ДО у = ctg х. Функція у = ctg х не є оборот­

ною на області визначення, але має обернену на проміжках спа­

дання. Виберемо один з них, наприклад (О; п). Якщо х Е (О; п), 

котангенс набуває всіх своїх значень у Е (-оо; +00). 
Розв'яжемо рівняння у = ctg х відносно змінної х. Дістане­

мо функцію х = arcctg у = <р (у), обернену до у =: ctg х, якщо 
х Е (О; п). 

Поміняємо позначення змінних. Матимемо функцію у = 
= arcctg х = <р (х)', обернену до у = ctg х, якщо х Е (О; п), записа­
ну в прийнятих позначеннях. 

Областю визначення функції у = arcctg х є множина (-оо; +00), 
областю значень - множина (О; п) . 

Графік функції на проміжку (О; п) дістанемо з графіка у =: 

=: ctg х, симетрично відобразивши його відносно прямої У = х 
(мал. 60). 

Мал. 60 

Назвіть властивості функції 

у =: arcctg х за її графіком. 
Приклади. Обчислити: 

1) arcsin ~ ; 2) arccos [ - If }: 
3) arctg ( - Гз); 4) arcctg 1; 
5) arcsin 0,8192; 

6) 2 arccos ( - ~ ) - arccos ~ ; 

7) arcctg О + arctg [ -1); 
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8) arcsin ( sin 5611: ) ; 9) cos (arccos 1); 

10) tg ( arctg( - ~ )} 
Р ' 1) ' 1 11: • • 11: 1 

о з в я з анн я. arcs1l1 2 = 6"' осюльки S1l1 6 = 2' 

2) arccos (- J2 ) = n - arccos J2 = n _.1!. = 311: оскільки cos .1!. = 
2 2 4 4' 4 

J2 J2 11: г;::- г;::- 11: = -2- ' arccos - 2- = "4 ; 3) arctg ( - ,,3 ) = - arctg ,,3 = - "3; 

оскільки tg ~ = Гз, arctg гз = ~ ; 4) arcctg 1 = : ' оскільки 

ctg : = 1; 5) arcsin 0,8192 "" 0,9599, оскільки за таблицями 
значень тригонометричних функцій кутів, виражених у радіа­

нах або обчислених на мікрокалькуляторі, синус числа 0,9599 

дорівнює 0,8192; 6) 2 arccos ( - ~ ) - arccos ~ = 2 (n -arccos ~ )­

- arccos 1. = 2n - 2 arccos 1. - arccos 1. = 2 n - 3arccos 1. = 2n -
2 2 2 2 . 

- 3 ~ ~ = n; 7) arctg О + arctg ( -І[ ) = о - arctg 1 = - ~ , 

оскільки arctg 1 = ~; 8) arcsin ( sin 5611: ) = 5; згідно з 
рівністю arcsin (sin х) = х; 9) cos (arccos 1) = 1 згідно з рівністю 

cos (arccos х) = х; 10) tg ( arctg( - ~ )) = - ~ згідно з рівністю 
tg (arctg х) = х. 

Значення обернених тригонометричних функцій на мікро­

калькуляторі обчислюють відповідно за такими програмами: 

x[J sin-1 ; x[J cos-1 ; x[J tg-1
• 

Залежно від того, в якому вимірюванні (градусному чи ра­

діанному) ми обчислюватимемо значення оберненої тригоно­

метричної функції, встановлюється відповідне положення пе­

ремикача «Г -P~. 

Аргумент х при цьому не може виходити за межі О $ х $ 1 
для арксинуса і арккосинуса та О $ х $ 500 - для арктангенса. 

Приклад 1. Обчислити arcsin 0,75 з точністю до 10- 2 у гра­
дусній мірі. 

Попередньо встановлюємо перемикач «Г -Р. на режим ро­
боти у градусній мірі й обчислюємо значення arcsin 0,75. 
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Про гра м а. 0,75 [t] sin- 1 • 

В і Д п о в і д ь: arcsin 0,75 :::::: 48,590. 
Приклад 2. Обчислити з точністю до 10-3 у радіанній мірі 

arccos 0,578. 
Встановлюємо перемикач «Г -Р. на режим роботи у раді­

анній мірі й обчислюємо шукане значення за програмою: 

0,578 [t] cos-1 • 

В і Д п о в і Д ь: arccos 0,578 :::::: 0,955. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Яка функція називається оборотною? 
2. Сформулювати означення функції, оберненої до даної 

оборотної функції. 
3. Як розташовані графіки двох взаємно обернених функ­

цій? 
4. Сформулювати алгоритм знаходження формули функції, 

оберненої до даної. Знайти функцію, обернену до функції: 
а)у = 2х-1; б) у = х2 , якщо О ~ х < +00; в) у = х3 • 

5. Сформулювати теорему про властивість оберненої 
функції. 

6. Ввести функцію, обернену до у = sin х. Назвати її власти­
вості. 

7. Ввести функцію, обернену до у = cos х. Назвати її власти-
вості. . 

8. Ввести функцію, обернену до у = tg х. Назват~ її влас­
тивості. 

9. Як побудувати графіки обернених тригонометричних 
функцій? 

10. Довести, що функції у = ' arcsin х і у = arctg х непарні. 
11. Як виразити arccos ( -х) через arccos х? 
12. Обчислити значення виразу: 

1) arcsin 1; 2) arccos ( - ~ ); 3) arctg ( - J{ ); 
4) arctg Гз; 5) arccos 0,7986; 6) 2 arcsin k -arcsin 1; 

7) arccos 1 + arcsin ~ ; 8) arccos (cos ~'! ); 

9) tg (arctg( - ~)} 10) ctg (arctg( - ~)} 
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ВПРАВИ 

52. Обчислити: 

1) arccos ~ ; 2) arcsin ( - ~ ); 3) arccos ( -І{ ); 4) arctg 1; 

5) arcsin ~; 6) arctg (- 1); 7) arcsin (sin ~); 
8) arccos ( cos( - l~п ) ) ; 9) arcsin (Sin 47п ) . 

53. Визначити знак числа , якщо: 

1) а = sin (arccos х) ; 2) Ь = tg( ~ + arcctg( - ~ )). 
54. Довес~и, що: 

1) sin(arctg х) = Ь 2) ctg(arctg х) =-.1. 
1+х 2 Х 

55. Знайти область визначення функції: 

1) у = arccos(x 2 + 1); 2) arcsin 3~-1 . 

56. Побудувати графік функції: 

1) у = arccos ~ х; 2) у = -2arcsinx; 

3) у = arcsin І х І ; 4) у =1 arccos х І . 

§ 12. Розв'язування найпростіших 
тригонометричних рівнянь 

Тригонометричними рівняннями називаються рів­
няння, в яких невідома (змінна) входить лише під 
знак тригонометричної функції. 

Наприклад, sin х - cos х = О; 2sin х + cos х = ~ sin2 2х; 
cos 4х cos 2х = cos 5х cos х; tg 5х + tg 3х = О. 

Тригонометричні рівняння, в яких невідома входить лише 

під знак тригонометричної функції, або зовсім не мають роз­
в'язків, або мають здебільшого безліч їх внаслідок властивості 
періодичності тригонометричних функцій. 

Не існує загального способу розв'язування будь-якого три­
rонометричного рівняння. Однак деякі способи ро;зв'язування 
:жремих видів тригонометричних рівнянь можна вказати. Як 

правило, розв'язування будь-якого тригонометричного рівняння 
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зводиться до розв' язу вання найпростіших рівнянь виду 

sin х = а, cos х = а, tg х = а. Рівняння ctg х = а рівносильне 
. t 1 б u 

РІВНЯННЮ g Х = а ' тому немає потре и розглядати иого окремо. 

Розглянемо розв' язування найпростіших тригонометричних 

рівнянь. 

Рівняння sin х = а. Розв'яжемо це рівняння спочатку графіч­
но, побудувавши в одній системі координат графіки функцій 

у = sin х і У = а. 
Якщо І а І> 1, тобто при а > 1 і а < - 1, пряма і синусоїда не 

riеретинаються. Тому рівняння sin х = а не має розв'я'зків 
(мал. 61). 

Знайдемо розв'язки, якщо І а І $ 1, тобто коли - 1 $ а $ 1, на 
відрізку [-п; п], а потім скористаємося періодичністю функції 

синус. 

Нехай О < а < 1. Як видно з малюнка, пряма у = а за цієї 

умови перетинає синусоїду у двох точках РІ і Р2 , абсциси яких 

належать проміжку (О; п). 
Оскільки розв'язування рівняння sin х = а зводиться до зна­

ходження числа (геометрично кута чи дуги), синус якого дорів­

нює а, то цим числом є arcsin а, якщо воно належить про-

міжку ( о; ~ ). Отже, абсцисою точки Р1 є arcsin а. Абсцису 
точки Р2 запишемо як різницю 1t - arcsin а. 

Якщо додати до знайдених розв'язків період 2nп, то при 

О < а < 1 дістанемо всі розв'язки рівняння sin х = а у вигляді 
двох множин: 

х = arcsin а + 2nп, n Е Z; (1) 
х = 1t - arcsin а + 2nп = - arcsin а + (2n + l)п, n Е Z. (2) 

Ці множини можна об'єднати в одну 

х = (- l)k arcsin а + k1t, k Е Z, (3) 
діставши загальну формулу розв'язків рівнянняsіn х = а. Якщо 
k парне, тобто k = 2n, дістанемо множину (1), а якщо непарне, 
тобто k = 2n + 1, дістанемо множину (2). 

Мал . 61 
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Мал. 62 

Нехай -1 < а < О. з малюнка 62 видно, що за цієї умови 
пряма у = а перетинає синусоїду також у двох точках РІ і Р2 , 

абсциси яких належать проміжку (-л; О). Абсциса першої точ­

ки належить проміжку (-л; О), тому є arcsin а. Абсцису точки 
Р2 можна записати як різницю -л - arcsin а. Якщо до знайде­
них розв'язків додати період функції синуса, то дістанемо всі 
розв'язки рівняння sin х = а, якщо -1 < а < О, У вигляді двох 
множин: 

х = arcsin а + 2nл, n Е Z, 
х = -л - arcsin а + 2nл = - arcsin а + (2n-l)л, n Е Z. 

Об'єднуючи ці дві формули в одну, запишемо: 

х = (- I)k arcsin а + kл, k Е Z. 

Дістали ту саму загальну формулу розв'язків рівняння. 

Якщо а = О, то пряма у = а перетинає синусоїду в точках, 
абсциси яких дорівнюють пл. Отже, ріняння sin х = О має 
множину розв'язків х = пл, де n Е Z. 

Якщо а = 1, то пряма дотикається до синусоїди у точках з 

абсцисам'и х = ~ + 2nл. Таким чином, рівняння sin х = 1 має 

множину розв'язків х = ~ + 2n л, n Е Z. 
Л 

Якщо а = - 1, х = - "2 + 2nл, n Е Z. 

Неважко довести, що коли а = О, а = 1 і а = -1, ті самі множи­
ни розв'язків можна знайти і за загальною формулою (3). 

Загальну формулу розв'язків рівняння sin х = а, якщо 
І а І ~ 1, можна знайти і за допомогою одиничного кола. 

'Нехай О < а < 1. Оскільки а як значення синуса є ордина­
тою точки одиничного кола, то відкладемо на осі Оу відрізок·, 

що дорівнює а, і через кінець його А проведемо пряму, пара­

лельну осі Ох (мал. 63) . Вона перетне коло у двох точках РІ і 
Р2 • Оскільки треба знайти таке число (кут або дугу), синус 
якого дорівнює а, то таких чисел, яким відповідають точки РІ 

і Р2 одиничного кола, виявилося два. Перше з них, яке нале-

жить проміжку ( О; ~ ), є arcsin а, а друге дорівнює л - arcsin а. 
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Враховуючи періодичність функції си­
нус, дістанемо дві множини розв'язків 

рівняння sin х = а, якщо О < а < 1: 
х = arcsin а + 2nп, n Е Z, 

а = 7t - arcsin а + 2nп = -arcsin а + 
+ (2n + 1)п. 

Після їх об'єднання дістанемо за­
гальну формулу розв'язків 

х = (-I)k arcsin а + k7t,k Е Z. 

Мал. 63 Нехай -1 < а < о. Відповідні точ­
ки Р1 і Р2 , що зображують числа на 

одиничному колі, належать нижньому півколу (мал. 64). Точ-

ка Р1 зображує число, яке належить проміжку ( - ~; ~), і 
є arcsin а. Точка Р 2 зображує число, яке дорівнює - 7t - arcsin а. 

Враховуючи періодичність синуса, дістанемо дві множини 
розв'язків рівняння sin х = а, якщо - 1 < а < о: 

х = arcsin а + 2nп, n Е Z, 
Х = - 7t - arcsin а + 2nп = - arcsin а + (2 n -1) п. 

Об'єднуючи їх, дістанемо загальну формулу розв'язків 
рівняння 

х = (-I)k arcsin а + k7t, k Е Z. 

Рівняння cos х = а. Розв'язування його графічним способом 
показує (мал. 65), що при lаl > 1 рівняння не має розв'язків. 
Знайдемо розв'язки рівняння на проміжку [-п; п], довжина 
якого дорівнює періоду 2п. 

Нехай О < а < 1. Проведемо пряму у = а. Вона перетне 
графік функції у = cos х на відрізку [-п; п] У двох точках РІ і 
Р2 • Оскільки треба знайти число (кут або дугу), косинус якого 

дорівнює а, то таких чисел, яким відповідають точки РІ і Р2 , 

виявилося два. Перше з них належить проміжку (о; ~) і є 

Мал. 64 

arccos а, а друге - протилежне йому 

і дорівнює -arccos а внаслідок пар­
ності . функції косинус. Враховуючи 

періодичність функції косинус, 

дістанемо дві множини розв' язків 
рівняння cos х = а, якщо О < а < 1: 

х = ± arccos а + 2mt, n Е Z. (4) 

Нехай -1 < а < о. З малюнка 66 
видно, що пряма у = а перетинає 

графік косинуса у двох точках РІ і Р2 • 
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=а, а> 1 у 

2'Jf Х 

=а, а< -1 -1 

Мал. 65 

Абсциса точки Р 1 належить проміжку (О; п) і тому дорівнює 
arccos а, абсциса другої точки Р2 дорівнює - arccos а. Додаючи 
до знайдених розв'язків період 2nп, дістанемо дві множини 
розв'язків, які можна записати у вигляді однієї формули 

х = ± arccos а + 2nп, n Е Z. 
Отже, дістали ту саму загальну формулу (4) розв'язків 

рівняння cos х = а, якщо - 1 < а < О. 
Якщо а = О, пряма у = а перетинає графік косинуса у точ-

1t 
ках з абсцисами 2 + nп, n Е Z. Якщо а = 1, пряма дотикаєть-

ся до графіка косинуса у точках з абсцисами 2nп, n Е Z, якщо 
а = - 1, дотикається у точках з абсцисами (2n + l)п, n Е Z. 

Доцільно запам'ятати .особливу" форму запису розв'язків 
рівняння cos х = а для окремих випадків: 

1t 
якщо cos х = О, то х = 2 + nп, n Е Z; 

якщо cos х = 1, то х = 2nп, n Е Z; 
якщо cos х = - 1, то х = (2n + l)п. 

Неважко показати, що ці самі множини розв'язків для ок­
ремих значень а можна дістати із .загальної формули розв'язків 

х = ± arccos а + 2nп. Справді, якщо 
1t 1t 1t 

а = О,. arccos а = "2' а х = ±"2 + 2nп = (4n ± 1) 2 ' n Е Z. 

Проте вираз 4n ± 1, якщо n Е Z ,дає множину всіх непарних 

Мал. 66 
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Мал. 67 Мал. 68 

чисел, як і вираз 2n + 1, що входить до формули х = ~ + пп = 
1t 

= (2n + 1)"2' 
Загальну формулу розв'язків рівняння cos х = а, якщо І а І ~ І, 

за допомогою одиничного кола можна вивести так само, як і 

для рівняння sin х = а. 
Як видно з малюнка 67, якщо О < а < 1, пряма, проведена 

у кінці А відрізка осі абсцис завдовжки а паралельно осі ОУ, 
перетинає коло у двох точках РІ і Р 2' Точка РІ відповідає чис­
лу, що належить проміжку (О; п), тобто є arccos а, друга точка 
Р 2 відповідає числу -arccos а внаслідок парності функції коси­
нус. Додаючи період до обох чисел, дістанемо загальну форму­
лу (4) розв'язків рівняння cos х = а, якщо О < а < 1: 

х = ± arccos а + 2nп, n Е Z. 
Якщо -1 < а < О, пряма\ проведена у кінці відрізка ОА па­

ралельно осі Оу, також перетинає коло у двох точках РІ і Р 2 

(мал. 68). Точка Р1 відповідає числу, що належить проміжку 
(О; п), і є arccos а, а Р2 відповідає числу -arccos а. Додаючи 
період до обох чисел, знову дістанемо ту саму загальну форму­

лу розв'язків рівняння cos х = а. 
РівНЯННЯ tg х = а_ Оскільки областю значень функції У = tg ; 

є множина всіх дійсних чисел, то знайдемо розв'язки рівнянНJ 

б . (1t.1t) при удь-якому а на ПРОМІЖКУ -2' 2 ' довжина якого 
дорівнює періоду п, а потім скористаємося періодичністю функ­

ції тангенса. 

Графічний спосіб розв'язування рівняння tg х = а (мал. 69) 

показує, що на інтервалі ( - ~; ~) ПІ~яма У = а перетинає графік 
тангенса лише в одній точці, абсцисою якої є arc.,1g а. Врахову­
ючи періодичність функції У = tg Х, дістанемо загальну форму­
лу розв' язків рівняння tg х = а, тобто множину 
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Мал. 69 Мал. 70 

х = arctg а + пп, n Е Z. (5) 

Розв' язування рівняння tg х = а за допомогою одиничного 

кола на проміжку ( - ~; ~ ) приводить до тієї самої множини. 
Оскільки tg а - це ордината точки Та перетину прямої ОР а з 

лінією тангенса (мал. 70), а пряма ОТа перетинає одиничне 

Р 'Р . ( п.п ) коло У двох точках а 1 a l' то В lНтервал -2' 2 потрапляє 

лише одна з них Ра' яка відповідає числу arctg а. Всі інші 
розв'язки дістанемо, додавши до цього числа період пп, n Е Z, 
тобто х = arctg а + пп. 

Отже, маємо загальні розв'язки трьох найпростіших триго­
нометричних рівнянь: 

sin х = а , х = (- l)n arcsin а + пп, n Е Z, 
cos х = а, х = ± arccos а + 2nn, n Е Z, 

tg х = а, х = arctg а + пп, n Е Z. 

Покажемо застосування цих формул. 

Приклад 1. Розв'язати рівняння sin х = -1 . 
Р о з в' я з анн я. Оскільки значення синуса за умовою 

від'ємне, то arcsin ( -1) вибираємо на проміжку ( - ~;O ). Тому 

arcsin (-1) = - ~ ,а за формулою (3) х = ~-l)k (- ~) + k1t= 

= (- l)k + 1 ~ + kn, kE Z. 
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ПРИltJIад 2. Розв'язати рівняння sin х = ~ 
Р о з в ' я з анн Я • Оскільки значення синуса за умовою до-

датне, то значення arcsin ~ вибираємо на проміжку ( О; ~ ) . Отже, 

arcsin ~ = ~ ,тому, за формулою (3), х = (- I)k ~ + kn, kE Z. 

Приклад 3. Розв'язати рівняння cos х = 1. 
Р о з в' я. з анн я. Оскільки значення косинуса за умовою 

додатне, то arccos 1 вибираємо з проміжку ( О; ; ) , тобто 
г2 по те arccos 2 = "4 ' тже, за формулою (4) , х = ± "4 + 2nn, n Е Z. 

Приклад 4. Розв'язати рівняння cos х = - ~ . 

. Р о з в' я з анн я. Оскільки значення косинуса за умовою 

від'ємне, то arccos ( - ~ ) вибираємо з проміжку ( ;; n ) . Отже, 

за формулою (4), arccos ( - ~) = n - ~ = 2з1t , тому х = ± 2з1t + 

+ 2nn, nЕ Z. 

Приклад 5. Розв'язати рівняння tg х = 1 . 
Р о з в' я з анн я. Оскільки значення тангенса за умовою 

додатне, то arctg 1 вибираємо з проміжку ( о; ~ ) . Отже, 
гз те те arctg -3- = "6' тому, за формулою (5), х = "6 + пп, n Е Z. 

Приклад 6. Розв'язати рівняння tg х = -1. 
Р о з в' я з анн я. Оскільки значення тангенса за умовою 

від'ємне, то arctg (- 1) вибираємо з проміжку ( -;; о ) . Отже, 
те те arctg (- 1) = -"4 ' тому, за формулою (5), х = - "4 + пп, n Е Z. 

Приклад 7. Розв'язати рівняння cos х = -0,3257. 
Р о з в' я з анн я. Оскільки значення косинуса за умовою 

від'ємне, то arccos (-0,3257) вибираємо з проміжку ( ~; n). За 
формулою (4), використовуючи таблиці або мікрокалькулятор, 
маємо: 

х = ± 1,9044 + 2nn, n Е Z. 
ДО розв' язування найпростіших тригонометричних рівнянь 

безпосередньо зводять розв'язування тригонометричних рівнянь 

виду sin (kx + ср) = а, cos (kx + ср) = а, tg (kx + ср) = а. Формули 
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(З) - (5) застосовують для знаходження виразу (kx + <р), а після 
цього знаходять х із знайденого рівняння. 

Приклад 8. Розв' язати рівняння sin 2х = - 1 . 

Р о з в' я з анн я. За формулою (З), 2х = (-I)k (- ~)+ k1t, 

2x=(-I)k+l~ +kп,х=(-I)k+l ~ +ki,kEZ. 

Приклад 9. Розв'язати рівняння cos ( ~ х - ~) = - ~ . 

2 1t 2п 
Р О З в' я з анн я. За формулою (4), з х -"6 = ± 3 + 2nп; 

2 2п 1t 1t "3 х = ± 3 + "6 + 2nп; х = ±п + "4 + Зnп, n Е Z. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Яке рівняння називають тригонометричним? 
2. Яка особливість розв' язків тригонометричних рівнянь? 
3. Вивести формули розв'язків рівнянь sin х = а, cos х = а, 

tg х = а. 

ВПРАВИ 

57. Розв'язати рівняння: 
1) sin х = О; 2) cos х = -0,4827; З) tg х = О; 4) tg х = -0,5; 

5)cosx=- О; 6)sin2x=-I; 7)Sinx=-1; 

8) sin (~ - зоо )+ 1 = О; 9) cos х = ~; 10) 2 соз 3х -1 = О; 
11) tg х = Гз; 12) З tg (х + 1) - гз = О; ІЗ) cos х = - 1 ; 
14) 2зіn ( ~ - х )- 1 = О; 15) tg х = -0,6009 ; 

16) Зtg2 2х - 1 = О; 17) зіn х = 0,2753; 18) 2 зіn2 3х - 3 = О. 

§ 1 з. Деякі способи розв'язування 
тригонометричних рівнянь, які 
відрізняються від найпростіших 

Розглянемо окремо способи розв'язування деяких тригоно­
метричних рівнянь на прикладі одного рівняння і спробуємо 

оБІ'рунтувати доцільність використання кожного з них. 
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Роза' яжемо рівняння 

sin х - cos х = О. (1) 
1. Спосіб зведення до однієї тригонометричної функції (алгеб­

раїчний спосіб) . Цим способом розв'язують рівняння, до складу 

яких входять різні тригонометричні функції одного і того самого 

аргументу. Використовуючи основні тригонометричні тотожності, 

усі функції рівняння виражають через одну функцію, а потім 

розв'язують алгебраїчне рівняння відносно цієї функції. 
Отже , перенесемо cos х у праву частину рівняння і вирази-

мо його через sin х за формулою cos х = ± J 1 - sin 2 х . Дістанемо 
рівняння 

sinx =± Jl-sin 2 x. (2) 
Піднесемо обидві частини рівняння (2) до квадрата. Діста­

немо sin2 х = 1 - sin2 х, або 2sin2 х = 1, звідси sin2 х = ~ . До­
будемо квадратний корінь з обох частин рівняння, використо-

вуючи тотожність J;;2 = І а І. Маємо І sin х І = ~. Звідси 
. ./2 .. ./2 Р ' У " 
sш х = 2 1 sш Х = - 2 ' озв яжемо два наИПРОСТІШl три-

гонометричні рівняння: 

sin х = ~ , х = (- l)harcsin 1 + kn, 

або х = (- l)h : + kn, k Е Z, 

sin х = - 1 ' х = (- 1 )narcsin ( -1 ) + пп, 

або х = (- l)n (- : ) + пп = (_ l)n + l : + пп, nЕ Z. 

Оскільки ми виконували піднесення обох частин рівняння (2) 
до квадрата, то можливі порушення рівносильності, тобто 

рівняння sin2 х = 1 - sin2 х, а отже, і sin2 х = ~ можуть мати 
сторонні розв'язки. 

Щоб відкинути сторонні розв'язки, зробимо перевірку на 
відрізку завдовжки 2п, зокрема на [О; 2п], враховуючи, що 

найменшим додатним періодом синуса і косинуса є число 2п. 
Для цього зручно використати одиничне коло. 

Позначимо на одиничному колі всі точки, які відповідають 
числам , що містяться у знайдених серіях розв'язків (мал. 71). 

х = ( - l)k: + kn і 

х = ( - l)h + 1 : + kn, k Е Z. 
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Перша формула, якщо k = о, ±1, ±2, 

дає точки P~ , Ра • . 
4 4 

Друга формула, якщо k = о, ±1, ±2, 

дає точки Ри , Рм . 
4 4 

Підстави мо кожне із знайдених чи­
сел у дане рівняння: 

rt . rt 
якщо Х = "4 ' то sш "4 

- J2 = о 0 = 0. 2 ' , 

3п . 
якщо х = 4"" ' то sш 

rt J2 
- cos "4 = -2- -

3п 
4 cos 3п 

4 = 

Мал . 71 

(- ~ )= л#о; J2 
2 

якщо х = 7п то sin 7п - cos 7п = - J2 - J2 = - f2 # о· . 4 ' 4 4 2 2 '\I"L. , 

бп . бrt бп J2 ( J2 ) якщо х = 4"' то sm 4" - cos 4" = - - 2- - - - 2- = о, О = о. 
Отже, дане рівняння задовольняють лише розв язки з двох 

множин: 

х = ~ + 2nп, n Е Z і х = 54п + 2nп, n Е Z. 

ЇХ можна записати однією формулою, якщо перетворити 
другу формулу таким чином : 

х ,= б: + 2nп = ~ + 7t + 2nп = ~ + (2n + l)п. 

У першіЙ серії до ~ додають число 2nп, а у другій - (2n + l)п. 
Парні і непарні числа утворюють множину цілих чисел . Тому 
об'єднана формула розв'язків матиме вигляд: 

1t 
х = "4 + kп, k E Z. 

Способом зведення до однієї функції можна розв'язувати , 
наприклад, такі рівняння : 

6cos2 х - 5sin х + 5 = о, tg х + 2ctg х = 3, 
cos2 Х + 2sin2 х - cos х = О та ін. 

2. Спосіб розкладання на множники. Під час розв' язування 
тригонометричних рівнянь цим способом усі члени рівняння 
переносять у ліву частину і подають утворений вираз у вигляді 
добутку. Далі використовують необхідну і достатню умови 
рівності нулю добутку тригонометричних виразів: добуток двох 

або кількох співмножників дорівнює нулю тоді і лише тоді, 
коли принаймні один зі співмножників дорівнює нулю , а інші 
при цьому не втрачають смислу. 
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У даному рівнянні (1) всі члени містяться у лівій частині. 

Запишемо cos х через sin ( ~ - Х ) і застосуємо формулу різниці 

( ) 

x+~-x x-~ +x 
синусів sin х - sin ~ - х = О; 2cos ~ sin ~ = О. 

Звідси 2cos ~ sin ( х - ~) = О. Оскільки 2cos ~ = 2· 1 *0, 

то sin ( х - ~) = О. Отже, х - ~ = k1t, а х = ~ + k1t, k Е Z. 

Дістали ту саму множину розв'язків, що й під час розв'язу­
вання першим способом; але коротшим шляхом. Крім того, 

під час розв'язування не було порушення рівносильності 
рівнянь, тому в перевірці немає потреби. 

3. Спосіб розв'язування однорідннх рівнянь. Цей спосіб за­
стосовують під час розв'язування однорідних тригонометрич­

них рівнянь, тобто таких, у яких ліва частина є многочленом, 

у кожному члені якого сума показників степенів синуса і ко­
синуса одного і того самого аргументу однакова, а права -
нуль. У загальному випадку однорідне тригонометричне рівнян, 
ня можна записати так: 

asinn х + bsinn - 1 х cos х + ... + msin х COSIl
-

1 х + Icos" х = О, а * О. 
Однорідне рівняння n-го степеня відносно синуса і косину­

са розв'язують діленням обох частин на cos" Х. Проте поперед­
ньо слід довести, що cos х * О. Використаємо для цього метод 
доведення від супротивного. Припустимо, що cos х = О. Тоді, 
підставляючи у дане рівняння замість cos х число О, дістанемо 
asinn х = О, звідки sin х = О. А це суперечить властивостям 
синуса і косинуса одного і того самого аргументу, оскільки 

якщо cos х = О, то sin х = 1. Поділивши на cosn х * О обидві 
частини однорідного рівняння, дістанемо алгебраїчне відносно 

функції тангенса рівняння atg" х + btg"- l х + ... + mtg х + І = О. 
Дане рівняння sin х - cos х = О однорідне. Доведемо, що 

cos х * О. Це так, бо якщо cos х = О, то мала б виконуватися 
рівність sin х = О, а це неможливо для одного і того самого 
аргументу. 

Поділимо обидві частини рівняння на cos х * О. Дістанемо 
tg х - 1 = О, або tg х = 1, звідси х = arctg 1 + k1t, абох = ~ + k1t, 
kE Z. 

Не слід думати, що під час розв'язування однорідних рівнянь 

завжди можна ділити на cosn х . Наприклад, якщо у рівнянні 
асов2 х + bsin х сов х = О поділити обидві частини на cos2 Х, то 

7t 
можна загубити серію розв'язків х = 2" + k1t. Причина поля-
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гає в тому, що в цьому рівняннісоs х може дорівнювати нулю, 

тому його треба розв' язувати способом розкладання на множ­

ники cos2 x(a+ btgx) = О і т. д. 
4. Спосіб введення допоміжного аргументу. Запишемо дане 

рівняння у вигляді sin х - 1· cos х = О. Замінимо 1 на tg ~ . 
, 1t 

n ПП~ 
Дістанемо sin х - tg -4 cos х = О, sin х - -- cos х = О. Помножи­

cos~ 
4 

мо обидві частини рівняння на cos ~ ~ О. Дістанемо sin х cos ~ -

- sin ~ cos х ~ О, або sin (х - ~ ) = О. Звідси х - ~ = kтt, х = ~ + 

+ kn, k Е Z. 
Спосіб введення допоміжного аргументу застосовують під 

час розв'язування лінійних тригонометричних рівнянь, яки­

ми називаються рівняння - виду asin х + bcos х = с. Рівняння 
sin х - cos х = О є окремим випадком лінійного. 

Розглянемо в загальному випадку розв'язування лінійного 
тригонометричного рівняння способом введення допоміжного 

apГYMeн;ry. Винесемо за дужки з лівої частини рівняння 

J а 2 + ь 2 
• Дістанемо 

Очевидно, що І а І ~ 1 і І ь І ~ 1. Крім того, Ja 2+b2 Ja2+ b2 

( d:h2 )2 + ( h)2 = 1. Це означ'ає, що коли а = 
а 2 +ь2 а 2 +ь 2 Ja 2 +b2 

= cos <р, матимемо h = sin <р. 
а 2 +ь 2 

Підстави мо у попереднє рівняння ці вирази. Дістанемо: 

J а 2 + Ь 2 (cos q> sin х + sin q> cos х) = с, або 

Ja 2 +ь 2 sin(x + <р)= с, sin( х+ <р)= Ja 2C+b2 ' 

За умови, що І ~ І ~ 1 або с2 ~ а2 + Ь2 , останнє тригоно­
а 2 +ь2 

метричне рівняння має розв' язок: 

119 



х + <р= (-1)karcsin с + k7t, 
Ja 2 +b 2 

х = (-l)k arcsin ~ - <р + kn, 
а2 +ь 2 

Ь . sin <р Ь 
де <р = arctg - осюльки -- = tg <р = - . 

а ' cos<p а 

Отже, перед розв'язуванням лінійного тригонометричного 
рівняння треба перевірити, чи виконується умова с2 $ а2 + Ь2 • 
Зафіксуємо знайдену формулу при розв'язуванні даного рівнян-

ня: 

asin х + bcos х = J а 2 + ь 2 sin (х + <р). (3) 

Будемо користуватися нею під час розв'язування інших 
задач, пов'язаних з тригонометричними функціями. 

Застосовуючи цей загальний спосіб розв'язування, зокрема 

формулу (3), до рівняння sin х - cos х = О, дістанемо 

J2 sin ( х ~ ~ ) = = О, бо arctg (-1) = - ~ . Звідси sin ( х - ~ ) = О, 
х - ~ = пп, х = ~ + пп, n Е Z. 

Лінійне тригонометричне рівняння можна розв'язати ще 

кількома способами. Зокрема, можна звести його до однорід-

ного, ввівши заміну 1 = cos2 ~ + sin2 ~ як множник с і 
замінивши sin х та cos х за формулами подвійного аргументу: 

. 2' х х 2 Х '2 Х 
SЩ Х = sщ '2 cos '2' cos х = cos '2 - sщ '2' 

Можна також замінити sin х і cos х на тангенс половинного 
кута за формулами 

2tg~ l-tg2~ 
2 2 sin х = ---=-- , cos х = 

1 + tg 2 ~ 1 + tg 2 ~ • 
2 2 

5. Спосіб піднесення до квадрата. Рівняння (1) можна роз­
в'язати способом піднесення обох частин до квадрата. Отже; 

(sin х - cos х)2 = О, sin 2 х - 2sill Х cos Х + cos2 Х = О, 
1 - sin 2х = О, sin 2х = 1, 2х = ~ + 2kn, х = ~ + kn. 

у цьому разі піднесення до квадрата не спричиняє появу 

сторонніх розв' язків. 

6. Графічний спосіб. Запишемо дане рівняння у вигляді 
Sill х = cos х і введемо функції у = Sill Х та у = cos х. Побудував­
ши в одній системі координат графіки цих функцій, знайдемо 

розв'язки рівняння як абсциси точок перетину графіків 
(мал. 72). 
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х 

Мал. 72 

Порівнюючи розглянуті способи розв' язування рівняння 
sin х - cos х = О, неважко дійти висновку, що найменш ра ­

ціональним є перший (алгебраїчний) спосіб , який призводить 

до появи сторонніх розв'язків і потребує перевірки. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Назвати способи розв'язування окремих видів тригоно-
метричних рівнянь. 

2. Які тригонометричні рівняння називають однорідними? 
3. Як розв'язуються однорідні тригонометричні рівняння? 
4. Які тригонометричні рівняння називають лінійними? Коли 

існують розв' язки таких рівнянь? 

5. Як розв'язують лінійні тригонометричні рівняння? 

ВПРАВИ 

58. Розв'язати рівняння: 

А 
1) cos х + sin х = О; .. 2) cos 2х cos х = sin 2х sin х; 
3) sin2 х + 2sin х - 3 = О ; , 4) cos 2х = 2sin2 х; 

• 5) sin 2х = cos х cos 2х; 6) sin х + sin 2х + sin 3х = О; 

7) 2sin2 х + 3cos х = О; 8) sin х + гз cos х = 1; 
9) sin 2 х - cosx + 1 = О; 10) sin2 х -Гз cosxsinx = О; 

• 11) sin 2х + cos 2х + 1 = О; 12) 8sin х - 7cos х = О; 

Б 

13) 2sin2 х - sin xcos х - зсоs2 Х = О; 14) 2cos х + 3 = 4cos ~ ; 

15) 3tg2 х - 1 = 1; 
cos 2 х 

17) sin4 х - cos4 Х = sin 2х; 

16)Sin4x + sin4 (x+~ ) = ~; 

18) sinx . х 
l+cosx = sш 2" ; 
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• • 

19) 1 - cos (п - х) + sin п;х = О; 20) 3sin х - 3cos х = 5; 

21) 1 + sin х + cos х + tg х = О; 22) 4sin х + 5cos х = 4; 

23) tg 1~ - tg х = 1 + tg 1п2 tg х; . 
24) 5sin2 х + гз sin х cos х = 5 -6cos2 х; 

25) 4sin2 х + sin2 2х = 2; 26) (1 + cos X)tg ~ = О; 
27) 2sin 2 х+2sіnх-Гз sinx = Гз; 

28) 9sin х cos х + 5sin2 х = 7; 
29) 12cos х - 5sin х = -13; 

30) sin3 ~ + 3sin2 ~ cos ~ - 4cos3 ~ = о· 
2 2 2 2 ' 

31) cos х + cos 2х + cos 3х + cos 4х + cos 5х = О; 
32) (1 - tg х)(1 + sin 2х) = 1 + tg х; 
33) tg 5х - tg 3х - 2tg 2х = О; 
34) 1 + sin3 х + соsЗ х = ~ sin 2х ; 
35) 1 + cos 10х cos 6х = 2cos2 8х + sin2 8х; 
36) sin 2х - 3cos 2х = 3; 
37) sin4 х + cos4 Х - sin х cos х = О; 

. 4 1 
38) 8111 х - = 1; 39) Jsin 2 х-1 + Jl-sin 2 х = О; 

СО8 4 Х 

40) _1_ = cosx + sinx; 41) 2sin3 х = cos х; 
cosx 

42) sin х + cos х = 1 - sin 2х; 43) гз sin 3х - cos 3х = 1; 

44) cos х = .1 [ 1 2ctgx J 
ctg 2 ~ _ tg 2 ~ 8 1 + ctg 2 х . 

2 2 

§ 14. Приклади розв'язувань деяких інших 
видів тригонометричних рівнянь, 
систем рівнянь 

Розглянемо приклад рівняння, розв'язування якого вима­

гає виключення сторонніх розв'язків. 
Приклад 1. Розв'язати рівняння 

sin 2х tg 3х ctg ( х - ~ ) = о. 
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Р о з в' я з анн я. Прирівнявши до нуля кожен із 
співмножників, розв'яжемо здобуті рівняння, а із знайдених 

розв'язків виключимо ті, при яких інші співмножники втра­
чають смисл: 

sin 2х = О, 2х = kn, х = k ~ , k Е Z, 

1t tg 3х = О, 3х = пп, х = n"3, n Е Z, 

ctg ( х - ~ ) = О, tg ( ~ - х + ~ ) = О, ~ - х + ~ = тn, 
- х + 5п = тn х = 5п + рn р Е Z Р = -то 

6 ' 6 ' , 
Оскільки синус існує для будь-яких аргументів, то із знай­

дених розв'язків слід виключити ті, при яких не існують tg 3х 

і ctg ( х - ~ ) . Для цього розкладемо формули, за допомогою 
яких записано розв'язки кожного з трьох рівнянь, на 

елементарні (елементарними називають формули розв'язків 

виду х = а + 2nn, де О ~ а ~ 2n) і зобразимо їх на одиничному 
колі (мал. 73). Це можна зробити, оскільки період 2n є спільним 
для всіх трьох співмножників. 

Перевірка показала, що із 10 елементарних формул розв'яз­
ків, зображених на малюнку, шість виявилися сторонніми для 
даного рівняння (вони закреслені), оскільки для таких чисел 

тангенс і котангенс не існують. 

Отже, розв'язки рівняння запишемо у вигляді 

2п 
х = тn, х = 3 + тn, т Е Z. 

Рівняння, що містять тригонометричні функції у знаменни-

ку, як і дробові раціональні рівняння, зводять до виду ~~~~ = О. 
Далі використовують необхідну і до­
статню умови, за яких дріб дорів­

нює нулю. 

Наприклад, у рівнянні 1СО: х = О + gx 
чисельник дробу дорівнює нулю, 

7t 
якщо Х = "2 + пп, n Е Z, але при 
цих значеннях втрачає смисл зна­

менник, бо tg х не існує. 
Приклад 2. Розв'язати рівняння 

sinx . х 
l+cosx = SШ"2' 
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Р о з в ' я з анн Я • sil1 Х - sin ~ = О 
1 +cosx 2' 

sinx- sil1 f <1+cosx) , 
1+cosx = о, sinx - sin~ (1 +'cosx} = о, 

·2 2 Х ' Х О 2 ' Х х 2 2 Х • Х О sш Х - cos 2" sш 2" = , sш 2" cos 2" - cos 2" sш 2" = , 

2sin ~ cos ~ (1 -cos ~ ) = о, sin х( 1- cos ~ ) = о. 
Маємо: 1) sin х = о, х = kл, k Е Z. 

х х х 
2) 1 - cos 2" = о, cos 2" = 1, 2" = 2nл, х = 4nл, n Е Z. 

Із множини розв'язків х = kл слід виключити ті, при яких 
знаменник 1 + cos х перетворюється на нуль, тобто коли cos х 
дqрівнІОЄ -1. Відомо, що cos х дорівнює -1 при всіх непарних k. 
Отже, треба залишити лише розв'язки х = 2nл. 

Множина розв'язків х = 4nл включається в множину х = 
= 2лn. Розв'язками даного рівняння є х = 2nл. 

Рівняння, до складу яких входять добутки sin а. sin ~, 
sin а. cos ~, cos а. cos~, зручно розв'язувати за такими форму­
лами: 

sin а. sin ~ = 

cos а. cos ~ = 

sin а. cos ~ = 

1 "2 (cos (а. - ~) - cos (а. + ~)); 

t (cos (а. - ~) + cos (а. + ~)); 

~ (sin (а. - ~) + sin (а. + ~)). 
Приклад 3. Розв' язати рівняння sin х sin 3х + sin 4х sin 8х = о. 
Р о з в' я з анн я. 

1 1 "2 (cos (х- 3х) - cos (х + 3х))+ "2 (cos (4х- 8х) - cos (4х + 8х)) = о, 

1 1 "2 (cos 2х - cos 4х) + "2 (cos 4х - cos 12х) = о; cos 2х - cos 4х + 

+ cos 4х - cos 12х = о, cos 2х - cos 12х = о; 
2х+12х 2х-12х 

-2sin 2 sin 2 = о, sin 7х sin 5х = о. 
Звідси маємо два рівняння: 

sin 7х = о, 7х = kл, х = k~, kE Z; 

sin 5х = о, 5х = пл, х = пк' n Е Z. 

Тригонометричні рівняння, до складу яких входять алгебра­

їчні суми виду sin х + sil1 2х + sin 3 х + ... + sіп nх, cos х + cos 2х + 
+ cos 3х + ... + cos nх, tg х + tg 2х + ... + tg nх або інші аналогічні 
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комбінації аргументів, часто розв'язують, групуючи члени і 

застосовуючи формули додавання тригонометричних функцій. 

Але робити це слід так, щоб після перетворення на добуток 
кожної пари доданків з'являвся спільний множник. Потім 

рівняння розв'язують, розкладаючи його на множники. 

ПРЮUIад 4. Розв'язати рівняння 
sin х -sin 2х + sin 5х + sin 8х = о. 

Р о з в' я з анн я. Згрупуємо члени так: (sin х + sil1 5х) + 
+ (sin 8х - sin 2х) = о. Застосуємо формули суми і різниці 

синусів і використаємо властивість парності косинуса: 

2sin Зх cos 2х + 2cos 5х sin Зх = о, 2sin Зх· (cos 2х + cos 5х) = о . 

Ще раз перетворимо на добуток суму косинусів: 

2sin Зх· 2cos ~ Х· cos % х = о. 
Звідси дістанемо три рівняння: 

sin Зх = о, Зх = kл, х = k· ;, k Е Z; 

7 7 7t 7t 7t 7t 
cos 2" х = о , 2" х = 2" + пл, х = 7" + 2n 7" = (2n + 1) 7" ' n Е Z; 

3 3 7t 7t 7t 7t 
cos 2" х = о, 2" х = 2" + mл, х = "3 + 2m"3 = 3" (2т + 1), 

тЕ Z. 

Остання множина розв'язків входить до множини х = ~ л. 
Отже, розв'язками даного рівняння є числа х = k ; , k Е Z, 

7t 
Х = 7" (2n + 1), n Е Z. 

' Тригонометричні рівняння, до складу яких входять парні 

степені функцій sil1 х і cos Х, доцільно розв'язувати, знижую­
чи степінь функції за формулами 

. 2 l -cos2a 2 _ l+cos2a 
sш а = 2 ' cos а - 2 

Приклад 5. Розв'язати рівняння 6sin2 х + 2sin2 2x = 5. 
l -cos 2х 

Р о з в' я з анн я. Зробимо заміни sin2 x = 2 

. 2 2 1 2 2 . . 6 1-cos 2х 
S1l1 Х = - cos х І ДІстанемо рівняння . 2 + 

+ 2(1 - cos2 2х) = 5, або З - Зсоs 2х + 2 - 2cos2 2х -5 = о. Звідси 
2cos2 2х + Зсоs 2х = о. Маємо квадратне рівняння відносно cos 2х. 

Розв'язуючи його способом розкладання на множники, діста­

немо cos 2х (2cos 2х + З) = о. Звідси cos 2х = о, 2х = ~ + ПЛ, 
7t 7t 7t 

Х = "4 + n 2" = "4 (2n + 1), n Е Z; 2cos 2х + З = о, 2cos 2х = - З, 
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COS 2х = - ~ не має розв'язків, оскільки І COS 2х І $1. 

Отже, розв'язками даного рівняння є числа х = ; (2n + 1). 
Це рівняння можна розв'язати інакше, замінивши sin2 2x на 
4sin2 х cos2 Х, а cos2 х - на 1 - sin2 х. Після цього дістанемо 
квадратне рівняння відносно sin х. Та цей спосіб громіздкі­
ший. 

Під час розв'язування тригонометричних рівнянь треба 

пам'ятати про можливі випадки порушення рівносиль ності 
рівняння, тобто про втрату і появу сторонніх розв'язків. Зок­

рема, при піднесенні до квадрата обох частин рівняння мо­
жуть з'явитися сторонні розв'язки. Під час розв'язування 

однорідних рівнянь необr'рунтоване ділення на cosn Х може при­
звести до втрати розв'язків. Виникають сторонні розв'язки під 
час розв'язування рівняння, що містять добутки і дроби у лівій 

частині і нуль - у правій. 

Наведемо ще два приклади втрати розв'язків. 

Приклад 6. Розв'язати рівняння sin х - ,ff cos х = ,ff. 
Р о з в' я з анн я. Це лінійне рівняння. Використаємо підста-

2tg2:. l-tg2 2:. 2tg2:. 
. 2 2 Д' 2 

новки Sln х = 2 ' cos х = 2 ' lстзнемо 
1 +tg ~ 1 +tg f 1 + tg 2 f 

l-tg 2 2:. 
- ,ff . 2 = ,ff. Оскільки 1 + tg2 Х2 ;t О, то 2tg Х2 -

1 + tg 2 2:. 
2 

,ff ( 1 - tg 2 ~) = ,ff ( 1 + tg 2 ~ ). 

х = 2arctg ,ff + 2k1t, k Е Z. 

х 
Звідси tg"2 = ,ff, 

Неважко перевірити, що дане рівняння задовольняють і 
числа х = (2n + l)п. Втрата розв'язків сталася внаслідок засто­
сування підстановки і переходу до алгебраїчного рівняння 

відносно тангенса. Його не задовольняють числа, при яких tg ~ 

не існує, тобто числа ~ = (2n + 1) ~ , або х = (2n + l)п. Але ці 
числа задовольняють задане рівняння. Тому, використовуючи 

підстановку, яка виражає синус і косинус через тангенс поло­

винного кута, необхідно перевіряти числа х = (2n + l)п. Якщо 
вони задовольняють дане рівняння, то їх слід приєднати до 

знайдених розв'язків. Остаточно запишемо розв'язок у вигляді 

х = 2arctg ,ff + 2k1t, k Е Z, х = (2n + l)п, n Е Z. 

Приклад 7. Розв'язати рівняння tg ( х + ~ ) + tg ( х - ~ )= 2ctg х. 
р о з в' я з анн я. Застосуємо формули 
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tga + tg~ tga - tg~ 1 
tg (а + ~) = 1- tgatg~ , tg (а - ~) = 1 + tgatg~ , ctg а = tga . 

Дістанемо: 

tgx + 1 tgx - 1 2 
1 - tgx + 1 + tgx = tgx' 

tgx(tgx + 1)2 + (tgx -1)(1 - tgx) - 2(1 - tg 2x ) 

(1 - tg 2 x)tgx 

Після спрощення маємо: 

= О. 

3tg
2
x - 1 _ 2 _ 2 _ 1 

(1 _ tg 2 x)tgx - О, 3tg х - 1 - О, tg х - "3' tgx = ± га 
3 ' 

1t 
Х = ± 6" + пп, n Е Z. 

При цих значеннях х не втрачає смислу і не перетворюєть­

ся на нуль знаменник дробу . Проте неважко перевірити, що 
. n 

дане РІВНЯННЯ задовольняють також числа виду х = "2 + пп, 
n Е Z. Втрата цих розв'язків сталася внаслідок застосування 
теореми додавання для функції тангенс. Формули тангенса суми 

і різниці двох чисел а і ~ виконуються лише за умови, що 
1t 

мають смисл вирази tg а, tg~, tg (а + ~). Якщо х = "2 + пп, 
n Е Z, то tg х не має смислу, тому ці розв'язки було втрач;ено. 
Якщо дане рівняння розв'язати за формулою суми тангенсів 

двох чисел, то вказані розв'язки не будуть втрачені. 
у результаті розЬ'язування одного і того самого тригоно­

метричного рівняння різними способами можна дістати різні 

загальні формули розв'язків рівняння. Їх еквівалентність мож­
на довести, перетворивши формули та об'єднавши кілька фор­

мул в одну. Можна також довести рівність знайдених множин 
розв'язків, записавши в розгорнутому вигляді прогресії, n-м 

членом яких є формула розв'язку тригонометричного рівняння. 
Проте обидва ці способи громіздкі. Доцільно записати дане 

тригонометричне рівняння у вигляді {(х) = О, знайти наймен­
ший додатний період l функції У = {(х) і показати, що на про­
міжку [О; l] кожна з одержаних формул дає одну і ту саму 
множину розв'язків. Зручним виявляється також геометрич­
ний спосіб доведення рівності множин розв' язків за допомо­
гою одиничного кола. Якщо різні формули на одиничному колі 
цають однакові множини точок, що зображують окремі розв'яз­

ки рівняння, то ці множини рівні. Проте така геометрична 

інтерпретація можлива лише тоді, коли періодом функції, що 
входить до лівої частини рівняння {(х) = О (не обов'язково най­
меншим додатним), є число 2n. 
Щодо системи тригонометричних рівнянь, то обмежимося 
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розглядом прикладів розв'язування системи двох тригономет­

ричних рівнянь з двома невідомими. Розв'язати таку систему, 

як і систему двох алгебраїчних рівнянь з двома невідомими, 
означає знайти всі пари значень невідомих, які перетворюють 

обидва рівняння системи на правильні числові рівності. 
Під час розв'язування системи двох тригонометричних 

рівнянь з двома невідомими намагаються або відразу виклю­
чити одне з невідомих, виразивши його через друге з якого­

небудь рівняння системи, або вдалим введенням нових невідо­

мих чи перетворенням рівнянь системи звести дану тригоно­

метричну систему до системи алгебраїчних рівнянь. 

Приклад 1. Розв'язати систему: 

!Sin(X - у) = 2 sinx siny, 
_ 7t 

Х+ У - 2' 
Р о з в' я з анн я. Виразимо у з другого рівняння, підста­

вимо його в перше рівняння і перетворимо знайдене рівняння: 

у = ~ - х; sin ( ~X - ~ ) = 2sin Х sin ( ~ - Х ): - sin ( ~ - 2х )= 
= 2sin Х cos Х; -cos 2х = sin 2х; tg 2х = -1; Х = - ~ + ~п , n Е Z. 

u 5п nп 
Знаидемо у: у = 8 - 2' n Е Z. 

В . . 7t + nп 5п nп Z 
1 Д П О ВІД ь: Х = -"8 2' у = 8 -: 2 ' n Е . 

Приклад 2. Розв'язати систему: 

{
sinX + cos у = 1, 
cos2x -cos2y = 1. 

Р о з в' я з анн я. Перетворимо друге рівняння: 

1- 2sin2 Х + 1- 2cos2 У = 1, sin 2 Х + cos2 У = ; . 
Задану систему можна записати у вигляді: 

jSinx + cosy = 1, 
sin 2 Х + COS 2 У = 1-2 . 

Для спрощення введемо нові невідомі: u = sin Х, v = cos у 
Маємо систему: 

Знайдемо розв'язок цієї системи. Він єдиний: u = ; ; v = ; . 
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!SinX =..1, 
Отже, дана система рівносильна такій: r 

cosy = 2"' 
Рівняння останньої системи мають відповідно розв'язки: 

х=(-1)m ~ +mn,mЕ Z, у=±; +2nn, nЕ Z. 

Відповідь: x=(-l)m ~+mn,mEZ, у=±;+2nn, nEZ. 
Приклад 3. Розв'язати систему: . 

r t g ( ~ + х ) = 2/2 C~S: у, 
1 tg ( "4 - Х ) = 2 J2 ~Ш у. 

Р о з в' я з анн я. Оскільки tg ( ~ - Х) = ctg ( ~ - ~ + Х ) = 

= ctg( ~ + Х ). то дана система набуває вигляду: 

f t g ( ~ + Х ) = 2Л COs
3 у, 

1 ctg ( ~ + Х ) = 2 J2 sin 3 у. 
Перемноживши почленно рівняння цієї системи, дістанемо 

рівняння з одним невідомим: 1 = 8cos3 У sin3 у. Звідси: 

sіпЗ 2у = = 1, sin 2у = 1, 2у = ~ + 2nn , у = ~ + пп, n Е Z. 

Знайдене значення у підставимо в останню систему, враху­

вавши при цьому, що cos(a+nn)=(-1)ncos a , sin(a+nn)= 

= (_1)n sina (доведіть ці формули самостійно). Дістанемо: 

f tg ( ~ + Х ) = (-1) n , 

1 ctg ( ~ + Х ) = ( -1) n • 

При n = 2k, k Е Z, дістанемо у = ~ + 2k1t , а остання система 

рівносильна одному рівнянню t g ( ~ + Х ) = 1 ,звідси Х = ln, l Е Z. 
При n = 2k + 1, k Е Z, остання система рівносильна одному 

. рівнянню tg ( ~ + Х ) = -1. Звідси Х = - ~ + ln, l Е Z. 

в і Д п о в ід ь: ХІ = ln, 

У2 = ~ + (2k + 1)n, l, k Е Z. 

5 м Шкіл •. 10,,-, 129 
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ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Як розв'язуються тригонометричні рівняння виду 

((Х) • <р(Х) ..... \jI(X) = о, ~~:~ = о ? 

2. Коли під час розв'язування тригонометричних рівнянь 
може порушитися рівносильність ? . 

3. Як розв 'язуються рівняння, до складу яких входять до­

бутки sin asin ~, sin acos~ і cosacos~? 
4. Як розв'язуються рівняння, до складу яких входять ал -

гебраїчні суми виду sin Х + sin 2х + sin 3х + ... + sin nх, cos х + 
+ cos 2х + cos 3х + ... + cos nх, tgx + tg2x + tg3x + ... + tgnx або 
інші аналогічні комбінації доданків? 

5. Як понижуються степені функцій, що входять до складу 
тригонометричних рівнянь? 

6. Як розв'язуються системи двох тригонометричних рівнянь 
з двома невідомими? 

ВПРАВИ 

59. Розв'язати рівняння: 

1) 2 6 2) l+cos2x =0' 3) sl· .... ~ +cosx=l· cos х = cos х; cos х ' J1 2 ' 

4) 1 + sin х sin 2х = cos х cos 2х; 5) tg х + 5ctg х = 6 ; 

6) гз +tg х = 1 ; 7) sin х - siI1 2х + sin 5х + siI18x = О ; 
l-Гзtg х 

8) sin2 3х = зсоs2 3х; 9) sin2xsin6x = cosxcos3x; 

~~-----------------
1 о) 1 - cos х = sin х sin ..!. . 

2 ' 
11) cos 2 Х - 3 sin х cos х + 1 = О ; 

12) 2sin ( ~ + х ) sin( ~ - х ) + sin2 х = О; 
13) tg 3x - tg 2x + tg х = 1 ; 

14) Sі~2хtgзхсtg ( х- ~ ) =O; 15) tgx+tg2x=tg3x; 

16) Sln х = О • 17) sin 4 Х + cos 4 Х = 1. . 
l+cosx ' 8 ' 

18) cos 3 xcos6x = cos4xcos7x; 
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• • 
19) J2 - 3cos2x = Jsinx ; 

21) sin2 х + sin2 2х =sin2 3х + sin2 4х ; 

22) sin2x = О; 
sin 2х+п 

3 

20) l-cosx = О; 
sin-=-

2 

23) sin2 х2 + sin2 2х2 =sin2 зх2 + sin2 4х2 ; 

24) ctg4 z = ctg3 2z + 1 ; 
25) sin х sin 5х sin 9х = 1; 

26) sin 2х + J2 Sin( х - ~ ) = 1 . 

60. Розв'язати систему рівнянь: 

А __________________________________ _ 

Б 

• • 

І
Х + у = 2з7t , 

1) . 
sшх = 2' . , 
sшу 

3) !Sin
2 

x+sin
2 у = ~, 

х _ у = 4п . 
З • 

J tg х + ctg У = 3, 

5) llx - уІ = ~ ; 

2) {J2 cos х = 1 + cos у, J2 sinx = siny; 

{
Sinx + cosy = О, 

4) sin 2 х + COS 2 У = ~ ; 

J cos х + cos у = 1, 

6) 1 cos ~ + cos ~ = .І[ -1. 

§ 15. Розв'язування найпростіших 
тригонометричних нерівностей 

Розв'язування будь.яких тригонометричних нерівностей, як 
правило, зводиться до розв'язування найпростіших нерівностей: 

sin х ~ а або sin х ~ а; 
tg х ~ а або tg х ~ а; 

cosx ~ а або cosx~a; 
ctg х ~ а або ctg х ~ а. 

Як і найпростіші тригонометричні рівняння, нерівності при· 

родно розв'язувати графічним способом. Розглянемо приклади. 

ІЗІ 



Мал . 74 

Приклад 1. Розв'язати нерівність sin х > ~. 
Р о з в' я з анн я. Позначимо функції, які стоять у лівій і 

правій частинах, через у = sin х і у = ~ та побудуємо схема­
тично їх графіки (мал. 74). Розв'язками нерівності будуть абс­
циси всіх точок графіка синусоїди, які розміщені вище від 

прямої у = ~ . Враховуючи періодичність функції синус, до­
сить знайти розв'язки на будь-якому відрізку області визна­

чення завдовжки 2п і додати до знайдених чисел період 2nп, 
n Е Z. Виберемо, наприклад , проміжок [О; 2п]. 3 малюнка ви­
пливає, що множиною значень х з відрізка [О; 2п], для яких 

відповідні точки графіка синусоїди розміщені вище від точок 

.. 1 б n 5п Д . 
ПРЯМОl У = "2 ' уде "6 < х < 6' одавши до цих чисел перюд 

2nп, дістанемо множину всіх розв'язків даної нерівності ~ + 
5п 

+ 2nп < х < 6 + 2nп. 
Графічний спосіб є досить наочним, але незручність поля­

гає в тому, що кожного разу (хоч і схематично) треба будувати 

графіки тригонометричних функцій. 

Дещо зручнішим є спосіб розв'язування простіших триго­
нометричних нерівностей за допомогою одиничного кола. Для 
даної нерівності розв'язування цим способом проводять ана ­

логічно розв'язуванню найпростішого тригонометричного 
рівняння. 

Побудуємо одиничне коло (мал. 75). Відкладемо на осі Оу 
1 . . .. 

ординату "2 1 через Кінець ВlДРlзка проведемо пряму, пара-

лельну осі Ох. 

Розв'язування даної нерівності зводиться до знаходження 

на одиничному колі всіх точок, у яких ординати більші за t. 
Ці точки відповідають шуканим числам а, що є розв'язками 
даної тригонометричної нерівності. 3 малюнка видно, щ6 таки-
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у у 

Мал. 75 Мал . 76 

. . . 1 
ми точками є точки дуги кола, ЯКІ РОЗМlщеНІ над прямою у = 2" 
. . . ( п. 5п) .. [ ] 1 ВlДПОВlДають числам множини "'6' 6 на ВlДРlЗКУ - n, n , 

довжина якого дорівнює періоду 2n. 
Додаючи до цих чисел період функції 2nn , дістанемо мно-

жину всіх розв'язків нерівності sin х > ~ . 
Розглядаючи розв'язування нерівності виду sіп х > а у за­

гальному випадку, необхідно накласти обмеження на число а. 

Якщо а ~ 1, то нерівність sin х > а розв'язків не має, бо при 
будь-якому х завжди І sin х І $1. Якщо ж а < -1, то нерівність 
sin х > а справджується при будь-якому х, тобто множиною роз­
в'язків такої нерівності є множина R. 

у загальному випадку нерівність sin х > а, де - 1 $ а $ 1, 
розв'язують аналогічно (мал. 76). Точки Pnrcsin а і P7t- nrcsi l1 а зо­
бражують числа arcsin а і n - arcsil1 а. Розв'язками нерівності 
на відрізку [ - n; n] є множина (arcsin а; n - arcsin а), а множи­
ною всіх розв'язків будуть проміжки 

arcsin а + 2nn < х < n - arcsin а + 2nn, n Е Z. 
Аналогічно розв'язують нерівність sin х < а. На малюнку 77 

показано дугу, що відповідає розв'язкам цієї нерівності. 

ПРИКJIад 2. Розв'язати нерівність cos х $ - ~ . 

Р о з в' я з анн я. Знайдемо спочатку розв'язки на відрізку 

[- n, n]. Розв'язування даної нерівності зводиться до знаход­
ження на одиничному колі всіх точок Ра' що мають абсциси, 

які менші або дорівнюють - ~ (мал. 78). Усі ці точки 
відповідають на одиничному колі числам а, які є розв'язками 
даної нерівності. 

Відкладемо на осі Ох відрізок еА, що відповідає абсцисі 



Мал . 77 Мал . 78 

- ~ ,і проведемо через його кінець А пряму, паралельну осі Оу. 
Шукані точки одиничного кола лежать лівіше від прямої 

х = - 21 або на самій прямій і належать дузі рь Рв . Отже, 
з з 

множиною розв'язків нерівності, що належить відрізку [-п; п], 

2n < < 4n Д .. 
є 3 _о х - 3' одаючи до цих чисел перюд косинуса, ДІста-

., . . 2n 2 < < 4n 2 Z 
немо ВСІ розв язки неРІВНОСТІ: 3 + пп - х - 3 + пп, n Е . 

ПРJfКЛад 3. Розв'язати нерівність tg х < Гз. 
Р \0 з' в' Я З анн я. Враховуючи періодичність тангенса, 

знайдемо розв'язки даної HepiBНl>CTi спочатку на проміжку 

( - ~; ~). Якщо а - розв'язок даної HepiBHO~~i, то ордината 
точки Та лінії тангенса (мал. 79), що дорівнює tg а, має бути 

менша за Гз. Усі такі точки лежать на дотичній РОТа нижче 

від точки Т!! . Відповідні точки Ра одиничного кола належать 
3 

дузі, позначеній на малюнку 79. Ці точки відповідають чис-
. n 1t 

лам а, що належать ПРОМІЖКУ -"2 < а < 3" 
Додаючи до знайдених чисел період тангенса, дістанемо всі 

, .... n n Z 
розв язки даНОІ неРІВНОСТІ -"2 + пп < х < 3" + пп, n Е . 

Складніші тригонометричні нерівності розв' язують спосо­
бами, що аналогічні способам розв'язування тригонометрич­
них рівнянь такого самого виду. 

Приклад 4. Розв 'язати нерівність 2 cos2 х - sin х > 1 . 

Р о з в' я з анн я. Введемо нову невідому t = sinx, де Itl $ 1. 

Тоді cos2 х = 1- sin2 х = 1- t 2
, і нерівність набуває вигляду: 

2(1- t2
) - t > 1, або 2t2 + t -1 < О. Звідси: -1 < t < ~ , що не 
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суперечить умові Itl ~ 1. Потім розв'язує-
• u l' 1 

мо систему неРlВностеи - < sш х < 2 . 
Дістанемо: 

~ + 2k1t < Х < ~ + 2k7t і 
6 2 

- ~ + 2k1t < Х < ~ + 2k1t, де k Е Z. 

Приклад 5. Розв'язати нерівність 
4 sin 2 х - 3 sin х cos х + 3 cos 2 Х > 2 . 

Р о з в' я з анн я. Маємо 

4 sin 2 х - 3 sin х cos х + 3 cos2 Х > Мал. 79 

> 2(sin2 х + cos2 х). Звідси 2 sin2 х - 3sin х cosx + cos2 х> О . 
Обидві частини останньої нерівності не можна ділити на 

cos 2 х, оскільки при значеннях х, які є її розв'язками, cos х 

може дорівнювати нулю. Її слід розв'язувати так. 

Очевидно, що х = ~ + k1t, k Е Z, Є розв'язками розглядува­

ної нерівності. Щоб знайти решту розв'язків при х * ~ + k1t, 

k Е Z, COSX * '0 і cos 2 Х> О, поділимо на cos 2 х обидві части­

ни останньої нерівності. Дістанемо нерівність 2tg2x - 3tg х + 

+ 1> О. Звідси: tg х < ~ і tg х> 1. Отже, - ~ + k1t < Х < 

< arctg t + k1t і ~ + k1t < Х < ~ + k1t, k Е Z. 

Крім знайдених розв'язків, нерівність має ще знайде~ий 

вище розв'язок х = ~ + k7t, k Е Z. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Як розв'язати нерівності виду sin х ~ а, sin х ~ а за допо­
могою одиничного кола? 

2. Як розв'язати нерівності виду cos х ~ а, cos х ~ а за допо­
могою одиничного кола? 

3. Як розв'язати нерівності виду tg х ~ а, tg х ~ а за допомо­
гою одиничного кола? 

4. Як розв'язуються окремі види нерівностей, відмінних від 
найпростіших? 
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ВПРАВИ 

61. Розв'язати нерівність: 

1) sinx < 1 ; 2) tgx > -1; 3) sinx >2; 4) tgx~2; 
5) cos х < _1_; 6) І sin х І > Гз23 ; 7) cos х > _1_; 8) cos2 Х < 41 ; 

J2 J2 
9) 2cosxtgx>sinx-1; 10) cosxcos3x<cos5xcos7x; 

11) sin 2 х - 3 sin х cos х + 2 cos2 Х < О ; 

12) sin2 х + sin2 2х - sin 2 3х > О. 



СТЕПЕНЕВА 

ФУНКЦІЯ 
Основоположне nон.яття математичного ан.алі­
зу - це поняття функціональної залежності, в 

якому, як у зародку, вже закладена вся ідея ово­
лодіння явищами природи і процесами техніки 
за доnо,могою математичного апарату. 

О. Я. ХіНЧlLН 

§ 16. Корінь n-го степеня та його властивості 
1. Поняття кореня n-го степеня. В курсі алгебри 8-го класу 

було введено поняття квадратного кореня. 

Квадратним коренем з числа а називають число, квад­

рат якого дорівнює а. 

Наприклад, числа 3 і -3 - квадратні корені з 9, бо з2 = 9 і 

(- з)2 = 9;~ і - ~ -квадратні корені з 2~' БО( ~)2 = 2~ і 

( -і J = 2\-
Квадратний корінь з О дорівнює О, бо 02 = 0_ Цей корінь з О 

єдиний. Квадратний корінь з - 25 не існує, бо немає такого 
числа, квадрат якого дорівнював 'би -25. 

Отже, квадратних коренів з додатного числа існує два: один 
додатний, а другий від'ємниЙ. 

Додатний квадратний корінь з додатного числа а на­
зивають арифметичним квадратним коренем i-n63иa.:: 

чаlQ1:.l, .;;; 

Знак';- називають знаком арифметичного кореня; вираз, 
що стоїть під знаком кореня, називається підкореневим вира­
зом. 

Додатні числа разом з числом нуль називають невід'ємними 
"Числами. Надалі поняття арифметичного квадратного кореня 

будемо вживати для невід'ємних чисел . 
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Арифметичним квадратним коренем з невід'ємного 
числа а є невід'ємне число, квадрат якого дорівнює а. 

З цього означення випливає, що коли а < О, вираз га не 
має смислу (наприклад, J-16 , J- 49 , J - l,44 ). 

Використовуючи введене позначення, запишемо корені 

рівняння х2 = 81, ХІ = J8ї , Х2 = - J8ї . 
Якщо треба добути квадратний корінь з алгебраїчної суми, 

то не можна добувати його з кожного доданка окремо. 

Наприклад, J9 + 16 = J25 = 5, але 19 + J16 = 3 + 4 = 7. 
Отже, дія добування кореня відносно додавання (і відніман­

ня) не має розподільної властивості. Те саме можна сказати і 
про дію піднесення до степеня. 

Ми нагадали найважливіші відомості про квадратний корінь, 
або корінь другого степеня. 

Розглянемо корінь будь-якого степеня. Рівність 53 = 125 
можна прочитати так: число 5 є кубічним коренем (коренем 
третього степеня) зі 125. 

Аналогічно з рівності (- 4)3 = -64 випливає, що число -4 є 
кубічним коренем з -64, а з рівності (- 3)4 = 81 - число -3 є 
коренем четвертого степеня з 81. 

Добування кореня - це операція, обернена до операції підне­
сення до степеня. 

Коренем n-го степеня з числа а називається таке число, 

n-й степінь якого дорівmoє а (n - натуральне число). 

Нехай n - непарне число. Корінь непарного степеня із чис-
ла завжди існує і до того ж тільки один: якщо а > Q, цей 
корінь - додатне число, якщо а = О, він дорівнює нулю, а 
коли а < О, корінь - від'ємне число. Для його позначення 

прийнято знак 'га (читається _корінь n-го степеня з а»). 
Знак операції добування кореня r, а також результат цієї 

операції (наприклад, va) називають ще радикалом (лат. 
radix - корінь). 

Число n називають показником кореня, число а - підко­
реневим виразом. 

Нехай n - парне число. Якщо а > О, то існують два проти­
лежні числа, які є коренями n-го степеня з а. 

Додатний корінь n-го степеня з а позначають у цьому разі 

знаком 'га, а протилежне йому число - через - 'га . Якщо 
а = О, то існує єдиний корінь n-го степеня з а: rJO = О, бо 
ОП = О. Якщо а < О, то корінь n-го степеня з а не існує. Інакше 
кажучи, вираз 'га , де n - парне і а < О не має смислу. 
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Отже, якщо n - непарне число, то вираз 'га має смисл 
при будь-якому а; якщо n - парне число, то вираз 'га має 
смисл лише коли а ~ О. 

Очевидно, що при всіх значеннях а, для яких вираз 'га 
має смисл, справджується рівність ('1af = а. 
Якщо a~O, то вираз 'га завжди (як при парному, так і при 

непарному n) має смисл. 

Арифметичним коренем n-го степеня 3 невід'ємного 

числа називається невід'ємне число, n-й степінь яко­

го дорівнює а. 

Корінь непарного степеня з від'ємного числа можна вира­
зити через арифметичний корінь того самого степеня з проти-

лежного (додатного) числа. Так, 3.J_ 125 = - 3.J125. 
Взагалі, якщо а < О і k - натуральне число, то 

2k-Гa = _ 2k-Гa . 

Справді, (2k-rafk-1 = а; (- 2k-r-afk-1 = -(-а) = а. 
Відомо, що для квадратного кореня справджується то­

тожність J;2 = \а\. Аналогічно для кореня n-го степеня з 
парними показниками має місце тотожність 2~ = \а\. 

Надалі користуватимемося арифметичними коренями. 
Найменший з натуральних показників кореня, які розгля­

дають, дорівнює 2, його не пишуть. 
2. Властивості коренів. За означенням кореня n-го степеня 

можна довести такі твердження. 
1) Для будь-яких невід'ємних чисел а і Ь та будь-якого на­

турального числа n правильна рівність: 

~·rГь=~ І . (1) 

Добуток коренів n-го степеня 3 чисел а і Ь дорівнює 
кореню n-го степеня з Їх добутку. 

Це твердження можна узагальнити для будь-яких натураль­

них чисел n і r і невід'ємних чисел ар ... ar: 

~· ... ·{i;=~al· .. ··ar І . 

Наприклад: 1/2. v8 = vi6 = 2, бо 24 = 16; т· W = 
= ~243 = 3, бо з5 = 243. 
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Для коренів непарного степеня числа а і Ь можуть бути і 
від'ємними: 

з,/- 8 • з,/125 = з,/- 1000 = - 10, бо (-10)3 = - 1000; 
v2 . vi . ifї6 = ;/128 = 2, бо 27 = 128. 

2) Для кожного невід'ємного числа а, КОЖІЮГО додатного 
числа Ь і натурального числа n правильна рівність: 

Jь = {-f (2) 

Частка lюренів n-го степеня 3 чисел а Ь дорівнює 
кореню n-го степеня 3 Їх частки . 

Наприклад: 

v8ї = V 81 = m = 3, бо з3 = 27; 
=іЗ 3 

іВ _ V 8 - V 1 = 1. бо (l)4 = -.L . 
V128 - 128 - 16 2 ' 2 16 ' 

t::з = V- 2:З = V-i7 = - ~ • б+~)' =- 2'7; 

~ - ~ -;:8 = ~ і2 = ~ • бо ( ~)' = і2 . 
3) Для кожного цілого числа k, КОЖНОГО додатног.о числа а 

і натурального числа n справджується рівність: 

(3) 

Якщо k - натуральне число, то рівність правильна і для 

а = О, тобто для будь-якого невід'ємного числа а. 

Якщо k = n, то (Га) =~ = а. 
ПРJfltJIади. 

В) (3~- 3 j = з5 V(-з)5 =з5 ·(- 3) = - з6 = - 729; 

г) (- tf7f = - v73 = - V343 . 

140 



4) Для будь-яких натуральних чисел т і n та кожного не­
від'ємного числа а правильна рівність: 

І ~=~ =т~ І ' (4) 

Наприклад: Jw = 2·rs = W; т- = 3'16 = 116 ; 

JJї6 = 2 ·Ш = ~ = 2; VJ1024 = 5 '~1024 = 19'1024 = 2. 
5) Для будь-яких натуральних чисел т, пір та кожного 

невід'ємного числа а правильна рівність: 

II~aIllP = ~alll (5) 

Наприклад: v92 = J9 = 3; {і56 = V(5 2 )6 = V5 12 = 53 = 125, 

або V25 6 = V(25 3
) 2 = J253 = J25 2 ·25 = 125. 

Доведемо для прикладу рівність (1) . Позначимо 'га = х і 

іЬ = у, де х ~ О, У ~ О. За означенням кореня n-го степеня, 
а :::; хn , Ь = уn, звідси аЬ = хn уn = (ху)n. 

Числа а, Ь невід'ємні . Отже, і аЬ - невід'ємне число, а 

тому існує єдине невід'ємне число, яке є коренем n-го степеня 

з аЬ. 

Беручи до уваги, що ху ~ О, дістанемо 'ГаЬ :::; ху, 
~ = va . іЬ , що й треба було довести. 

Пропонуємо самостійно довести цим самим способом рівнос­
ті (2)- (5). 

Зазначимо, що для виконання обчислень важливо вміти чи­

тати деякі з наведених вище рівностей справа наліво. 

Щоб добути корінь n-го степеня з добутку невід'ємних 
чисел, слід добути корінь того самого степеня 3 кож­

ного множника і отримані результати перемножити: 

І ~=~.~ І · 
Наприклад: V343· 8 = V343 • v8 = 7·2 :::; 14; 

V16· 81 = tf16 . vв1 = 2·3 = 6; V32 • 243 = ffi . V243 = 2·3 :::; 

= 6; sj32' 0,00001 = v32 . sjO,OOOO1 = 2·0,1 = 0,2. 

Щоб добути корінь n-го степеня 3 частки від ділення 
невід'ємного числа а на додатне число Ь, слід добути 
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корінь того самого степеня з діленого дільника 

перший результат подіЛИТJI на другий : 

Іа ?га vt = ifb (а ~ О, Ь > О) 

Наприклад: ~ 8 = if8 = 1.. ~ 343 = V343 = 1- = з1.. . 
27 зJ27 3' 8 з,гв 2 2 ' 

V 32 = ~ =1.. ~417 =~125 = V125 =.Q.=11. 
243 V243 3 ' 27 27 v27 3 3 . 

На окрему увагу заслуговує рівність (5), яка виражає ос-
новну властивість арифметичного кореня: 

ПРJl діленні ПОltазника кореня і показника степеня 

підкореневого виразу на одне й те саме число значен­

ня кореня з невід'ємного числа не змінюється. 

Доведемо це твердження. 
Дано а ~ О, т, n, р - натуральні числа. 

довести: ln~ = ~І .позначимоn~аmр =x(x~O),~ =у 
(у ~ О ). Тоді, за означенням кореня, хnр = аmр , уn = ат, отже, 
уПР = атр• Звідси хnр = уПР. Оскільки Х ~ О, У ~ О, то х = у, що й 
треба було довести. 

Показник кореня і показник степеня підкореневого виразу 
можна ділити на одне й те саме число. В такому разі кажуть, 
що показники кореня і підкореневого виразу с кор О чен о на 
одне й те саме число. 

З цього твердження дістанемо наслідок: 

щоб добути корінь із степеня, слід пон:аЗНИІt степеня 

підкореневого виразу поділити на показник кореня, 
якщо можливе ділення без остачі. 

Справді, нехай а ~ О, т, n, р - натуральні числа і т = пр. 
Тоді, за основною властивістю кореня, маємо: 

I ~=~=ap l · 
Наприклад: 1~36З = 60~36З = ~ ; 

1~25З = 4 0~25З = v25 ; l@ = 60fi6.2 = @" = V49; 

(ї65 = ~(24 )5 = ~(25)4 =.fi! = J32 = J16· 2 = 4/2 . 
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Читаючи рівність n~amp = ~aт справа наліво, тобто ~am = 
nрг-;ц; . 
уа'"'' , виявимо справедлиВІСТЬ такого твердження: 

під час множення показника кореня і показника сте­

пеня підкореневого виразу на одне й те саме число 
значення кореня з невід'ємного числа не змінюється. 

За цим твердженням можна зводити радикали з різними 
показниками до спільного показника. Наприклад: 

?J52 = 3~ = f{54; J2 = 3'(23 = v8 . 

Звести до спільного показника радикали: Л' v2 і t!2. 
Найменше спільне кратне показників усіх радикалів 12; до­
даткові множники показників: 6 - для першого радикала, 

4 - для другого, 3 - для третього. Маємо: 

J2 = 1'{26 = 1~ ; v2 = 1'(24 = 1т; t!2 = 1'(23 = 1'V8 . 
Перетворення радикалів доводиться виконувати над вира­

зами, які містять від'ємні числа. При цьому треба уважно сте­
жити за знаками. 

Наприклад: ~ = -3; ~(-27)2 = ~729 = 3. Але -3:1= 3, 

отже,~-27 :I=~(-27)2. 
З. Найпростіші перетворення радикалів. Винесення множ­

ника за знак радикала. У випадках, коли підкореневий вираз 
розкладається на множники так, що з одного або з кількох із 

них можна добути точний корінь, ці множники після добуван­
ня з них кореня можна записати перед знаком кореня. Таке 

перетворення називається винесенням множника за знак ра­

дикала. 

Наприклад: J75 = J25"-:з = J25 . /3 = 5/3 ; 

J98a 3 b =J49.2.a 2 .ab =7aJ2ab; 

V375x 7 y 2 =V125.Зхбху2 =~125хб ·V3xy 2 =5x2V 3xy2 . 

Виносячи буквені множники з-під знака радикала, під всіма 

літерами слід розуміти лише невід'ємні числа. Зокрема, в роз ­

глянутих вище прикладах а ~ О, Ь ~ О, У ~ О, х ~ О. Якщо а < О 

і Ь < О, то вираз J98a 3b має смисл, але не дорівнює 7aJ2ab . 
Щоб дізнатися, з яким показником степеня можна винести 

за знак кореня множник, а які множники і з якими показни­
ками степенів залишаться під коренем, досить показник сте­

пеня множника, що стоїть під коренем,. поділити на показник 

степеня радикала: частка покаже, в якому степені цей множ-
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ник стоятиме перед коренем, а остача покаже, в якому степені 

цей множник залишиться під знаком радикала. 

Винесенням множника з-під знака радикала можна звести 
дробовий підкореневий вираз до цілого вигляду. Для цього 

досить помножити чисельник і знаменник підкореневого ви ­
разу на один і той самий множник так, щоб зі знаменника 
добувався точний корінь. Наприклад: 

JЗХ = JЗХ'5 = J15X = 1..J15x . 
5 5·5 52 5 ' 

V За 2х = з/За2 Х.25Ь = _1_~75a2bx . 
5Ь2 V 5Ь2 ·25Ь 5Ь 

Внесення додатних множників під знак радикала. Пере­
творення, обернене до винесення множників з-під знака ради­

кала, називається внесенням множників під знак радикала. 
Щоб внести додатний множник під знак радикала, слід 

піднести його до степеня, показник якого дорівнює показнику 
кореня, і записати результат під знаком кореня. 

Так, запис а'Гь = ~anb можна розглядати як перетворен­
ня, обернене до винесення множника за знак кореня. 

Наприклад: 2Jзх = J2 2 . Зх = J12X ; 
5aV2x = ~(5а)З ·2х = ~125аЗ ·2х = ~250аЗх ; 

За 2 ~2b3 =4 81а8 · 2Ь3 =~18аб ; 2а 2 'Гх =~2na2nx. 
Ь 9а3 Ь 4 ·9а З Ь 

Зауважимо, що внесення множника під знак радикала ви­
користовують під час порівняння виразів. Наприклад, що 

більше: 2/5 чи 5/2 ? Внісши множник під знак кореня, діста­
немо: 

2/5 =.[22:5 = ло ; 5/2 = J52:2 = J50. Orже, 5/2 > 2 JБ. 
Таке перетворення буває також корисним під час виконан­

ня наближених обчислень. Нехай треба обчислити 5/2 з точ­
ністю до 0,01. З таблиць знайдемо /2:::: 1,41 (з точністю до 
0,01). Наближене значення 5/2 = 5·1,41 = 7,05. Але похиб­
ка знайденого добутку в п'ять разів більша за похибку набли­

женого значення /2. Щоб точніше обчислити вираз 5 J2 , 
доцільно внести множник 5 під знак кореня. 

Дістанемо 5/2 = J50 :::: 7,07. Отже, внаслідок внесення 
множника 5 під знак кореня ми дістали точніше значення 
виразу 5/2. 
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Під радикал можна вносити як числові, так і буквені множ­

ники, тільки треба мати на увазі, що буквений множник не 

може бути від'ємним. 

Зведення радикалів до найпростішого (нормального) ви­
гляду. Вважатимемо, що радикал зведений до найпростішого 
вигляду, коли: підкореневий вираз не містить дробів; раціо­

нальні множники винесені за знак радикала; показник кореня 
і показник степеня підкореневого виразу скорочені на їх най­
більший спільний дільник. Якщо підкореневий вираз є добут­

ком кількох множників, показники степенів яких мають 
спільний дільник, то показник кореня і показники степенів 
співмножників поділені на цей дільник. 

Наведемо приклади зведення радикалів до найпростішого 
вигляду: 

Зх 2уJ12 =Зх2у J4'ЗХУ = 6х
2

у Jзху =6хJзху; 
ху х 2у 2 ху 

2v за 2 =2V за 2 . 2 =?'/6а 2 . 
4 4·2 ' 

~ ~. ь2 J(a 2 +b 2 )ab 1 
.Q.. + - = ~ = = -Jab(a2 +b2 ) • 
ь а аЬ аЬ ·аЬ аЬ 

4. Зведення подібних радикалів. Спрощуючи вирази, які 
містять суму радикалів, користуються перетворенням, що має 

назву зведення подібних радикалів. Воно аналогічне зведен­
ню подібних членів. Проте означення подібних радикалів 

відрізняється від означення подібних членів. 
Радикали називають подібними, якщо після зведення їх до 

найпростішого (нормального) вигляду вони мають рівні підко­

реневі вирази і однакові показники. Наприклад, подібними є 
радикали: 

З J2 , - 0,7 J2 , аЬ J2 , (х- у) Б; ~ vaь, -з vaь, Х;2 va;; ; 

х2 У J х + у ,; ху J х + у . 
Раціональний множник, що стоїть перед знаком радикала, 

називають коефіцієнтом. 
Якщо радикали не зведені до найпростішого вигляду, то не 

можна казати про їх подібність. Щоб це з'ясувати, слід їх спрос­
тити, тобто: звільнитися під радикалом від дробів; винести за 

знак радикала ті множники, з яких добувається точний корінь; 
показники кореня і степеня підкореневого виразу скоротити 

на найбільший спільний дільник. 
Розглянемо приклади на доведення подібності радикалів. 

1) зГ~,v 1 і Vy2 
; 2)Ja+b і Ja 2 _b2 ; Vy х2у х 2 а-Ь 
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3) vї6 ,~4аб і ~6~ . 
р о з в' я з анн я. 

l)ЗГх =1...Vxy 2 ; ~ 1 Vy У х2у 
_1_Vxy 2 • V у2 = 
ху , х 2 

Отже, радикали подібні. 

2) J а + Ь = J a 2-Ь ~) =_I_ Ja 2_b2 
а-Ь (а-Ь) - а -Ь 

Отже, радикали J ~~~ і Ja 2 _b2 подібні. 

3)Vї6 = 2V2; V4а б = абf4 =aV2; 

V6 З = V 27 = V 27·2 = 1. ~ 
4 4 8 2 . 

Отже, радикали подібні. 

l...Vxy 2 • 
х 

5. Дії над радикалами. Додавання і віднімання. Додавання 
і віднімання радикалів виконують так само, як додавання і 

віднімання раціональних одночленів: радикали сполучають 
знаками ~ +» або . - » і зводять подібні члени, якщо вони є. 

у багатьох випадках при додаванні й відніманні радикалів 
доводиться спочатку виявляти подібні члени, а потім їх зво­

дити. Для виявлення подібних членів слід звести радикали до 
найпростішого вигляду. Наприклад: 

4 J6 + 7 J54 = 4 г6 + 7 J9-6 = 4 J6 + 21 J6 = 25 J6 ; 

2а V :2 + зь V :2 = 2а V ~~ + зь V ~~ = 2 'rab + 3'rab = 5'rab . 
Множення і ділення радикалів. Щоб перемножити кілька 

радикалів з однаковими показниками, треба перемножити 

підкореневі вирази і написати добуток під знаком кореня з 
тим самим показником. 

Наприклад: з.ff . v5 . vi = т; 

2JЗах .1...JЗa =l..J9a 2 x = l.aГx 
. 4 2 2' 
Щоб поділити радикали з однаковими показниками, треба 

поділити їх підкореневі вирази і записати частку під знаком 

кореня з тим самим показником. Якщо перед радикалами є 
коефіцієнти, то їх також слід поділити. Наприклад: 

27V115 :9~ =ЗV23; _9aJ2a - 2Ь :~Ja-b = 
х Ь 2ьх2 

= _ 9аЬ J 2(а - Ь) · 2Ьх 2 
= -зьJ 4Ьх = -6ЬГьХ . 

За х(а-Ь) 
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Якщо треба помножити або поділити радикали з різними 

показниками, їх спочатку зводять до одного показника. На­
приклад: 

Якщо треба помножити або поділити радикал на ра­

ціональний вираз, то достатньо на нього помножити 
або поділити коефіцієнт радикала. 

Наприклад: 

5хVЗах 2 
• (-2,5а) = -12,5ах VЗах 2 

; 

2 22 
8а2Ь2 Jxy : - аЬ = 8а Ь ·3 ГХУ = 12аЬ!ху . 

3 2аЬ 
Піднесеини радикала до степени. Піднесення радикала до сте-

пеня і добування кореня з кореня ми вже розглядали під час 

вивчення властивостей коренів. Розглянемо ще деякі приклади. 

Щоб піднести радикал до степеня, треба піднести до 
цього степенл підкореневий вираз, залишивши той 

самий показник радикала. 

Наприклад: (~) = V(зх 2 у)2 = V9x 4 y 2 ; 

( ~2a3 )n = ~2n аЗn . 

Добування кореня з радикалів. 

Щоб добути корінь з кореня, достатньо з підкорене­

вого виразу добути корінь з показником, що дорів­
нює добутку двох даних показників коренів. 

Наприклад: Jачr;;2 = JVa 14 =Va 14 =Va7 =a2 Vёi (пер­
ший СПОСіб);Jа4~ =a2 JVa 2 =a2 Va 2 =a2 Vёi (другий 
СПОСіб);Jа 4 Vа 2 = J(a 2 Vёi)2 = a2 V;; (третій спосіб). 

Зазначимо, що множення і ділення сум, що містять ради­

кали, виконуються за звичайними правилами множення і ділен­
ня многочленів. При цьому широко застосовуються формули 

скороченого множення і ділення. Наприклад: 
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(Гх+ї - Гx::r) (Гх+ї +. Гx::r) = ( Гх+ї)2 - ( JX::l )2 = 
. = х + 1 - х + 1 = 2; якщо х > 1; 

( ~ ла ~ 5JO,2b У = : а - 5JO,6ab + 5Ь . 
Розкладаючи на множники вирази, що містять радикали, 

застосовують не тільки розкладання на множники підкорене­
вих виразів, а й подання раціональних виразів у вигляді до­
бутку радикалів. Наприклад: . 

а + га = га (га + 1), тут а подаємо, як га . га ; 
а+ГаЬ = га( га +-%) = га = г;-
ь+ГаЬ Jb( га +Jb) Jb уь· 
Зведення до раціонального вигляду членів дробових ірра­

ціональних виразів. Під час обчислення дробових ірраціональ­
них виразів іноді доцільно звільнS,IТИСЯ від ірраціональності 

(тобто від радикалів) у знаменнику або чисельнику. Це пере­
творення грунтується на основній властивості дробу: 

значення дробу не змінюється від множення його чи­
сельника й знаменника на один й той самий вираз, 
який не дорівнює нулю. 

Наведемо приклади, коли знаменник - одночленний ірра­

ціональний вираз: 

~ = 6/3 = 6/3 = 2/3 ; 
гз (Гзj ~ 

5 5VЗЗ 5VЗЗ 5VЗЗ мІ2'і 
2VЗї = 2WГ·rJ3З =. 2r.J36 = - 6- = - 6- · 

Якщо У знаменнику двочлен, то можна .звільнитись від 
ірраціональності у знаменнику, використовуючи тотожність 

(х - у)(х + у) = х2 - у2. 
Наприклад: 

---=,.5 =- = 5( 4-Jil ) = 5( 4-Щ) = 14-Щ) = 4 _ д. 
4+Щ ( 4+ЩХ 4-Щ) 16- 11 5 ' 

-=-=-4 -=- = 4( J6 +JЗ ) _ 4( J6 + JЗ ) _ 4( J6 +JЗ ) . 
Jб-JЗ (Jб-д)( Jб+д ) - 6- 3 - 3 ' 
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14 = 14( 5/2 -2./7) _ 14(5/2-2./7) = 
5/2 +2./7 (5/2 +2./7)( 5/2 -2./7) - (5/2У -( 2./7У 

_ 115./2-2./7) _ 14(5./2-217) _ 7(5/2-217) 
- 50-28 - 22 - 11 

В окремих випадках вин'икає потреба звільнитися від ірра­
ціональності в чисельнику. Перетворення виконують аналогіч­
но, тобто чисельник і знаменник домножують на такий вираз, 

щоб добуток у чисельнику став раціональним. 

Наприклад: з/2 = з/2 ./2 . = _6_. 
5 5/2 5/2 ' 

_2_V;;З_а3 _ _ 2V;;З ·ifa = ~ = _2_. 
За Заifa ЗаVa ЗVa' 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Як називається дія, за допомогою якої, знаючи показник 
степеня і степінь, можна знайти основу степеня? 

2. Для якої дії добування кореня є оберненою дією? 
3. Що називається коренем n-го степеня з числа а? 
4. Що називається коренем п'ятого степеня з числа а? І 
5. Який знак має корінь непарного степеня: з додатного 

числа? з від'ємного числа? 
6. Яким правилом треба скористатися під час визначення 

знака кореня непарного степеня? 

f/, t,Jи правильні pi~HOCTi: v64 = 4; V-125 = - 5; v81 = 3 ; 

гз6 =6; J25 = :"' 5; J4-2Гз .=1-~? 
8. Що називається арифметичним значенням кореня (або 

арифметичним коренем)? 

9. Чи можна стверджувати, що а - арифметичний корінь 

з а2? 
10. Чи правильно, що кубічний корінь зі 125 має два 

знаки? І . 

11. Вказати, яке з двох означень арифметичного кореня 
правильне: 
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1) арифметичним каренем називають карінь невід'ємнага 
числа; 

'. 2) ' арифметичним каренем називають' невід'ємне значення 
к~я з невід'ємнага числа. 

12. Чаму дарівнює (~)9? 

13. Ща більше: V90 чи У85? 
14. Ща більше: V11 2 чи ИТ? 
15. Ща менше: 9J6 чи 1~? 
16. Спрастити 'вираз ~r-a""'4-+-2-a-:2-b"""2-+-b-4 , викариставуючи 

аснавну властивість кареня. 

17. Як дабути карінь: з дабутку? з драбу? 
18. Як перемнажити карені аднага й тага самага степеня? 

' 19. Записати правила мнаження каренів -з аднакавими 

паказниками аналітична (у вигляді фармули). 

20. Записати аналітична правила дабування кареня з драбу. 
21. Як ви канати ділення каренів аднакавага степеня? 

Записати це правила аналітична. 

22. Як дабути карінь зі степ.еНЯ? Записати це правила 
аналітична і праілюструвати йага прикладами. 

23. Як дабути карінь із кареня? Записати це правило 

аналітична і праілюструвати йага прикладами. 

24. Назвати властивасті коренів. Записати їх аналітична. 
25. Як винести мнажник за знак радикала (кареня)? 
26. З яким паказникам степеня мажна винести за знак 

кареня мнажник? 

27. Які вирази називаються ірраціанальними віднасно якаї­
небудь літери? 

28. Які властивості каренів викаристовують при винесенні 
мнажника за знак кареня, якща підкареневий вираз драбавий? 

29. Як називається переТВ'арення, .обернене да винесення 

мнажника за знак кареня? 

30. На якій властивасті кареня І'рунтується перетворення, 
ща привадить да пани ження степеня кареня? 

31. Яке з двах тверджень правильне: · 

1) степінь будь-якага кареня маже бути панижений;' 
2) степінь не будь-якага кареня маже бути панижений? 
32. На якій властивасті каренів І'рунтується зведення їх до 

спільнага паказника ? 
33. Чи треба панижувати степені каренів (якща це мажливо) 

перед зведенням ЇХ да спільнага паказника. 
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34. Сформулювати правило зведення коренів до найменшого 
спільного показника. 

35. Що означає вираз f звести радикал до простіЩОГQ 
вигляду.? -

36. Дано корені l~ а 1Оь 6 
, SJ а 6 , (f, 1~32a5 . Які з них 

зведені до простішого вигляду, а які - ні? 

37. Які радикали називаються подібними? 
38. Як додати (відняти) радикали? Проілюструвати на 

прикладах. • 
39. Як перемножити кілька коренів з однаковими 

показнйками? Проілюструвати на прикладах. 
40. Як поділити корені з однаковими показниками? 

Проілюструвати на прикладах. 

41. Як перемножити (поділити) радикали з різними 

показниками? 

42. Яка різниця між ірраціональним виразом та ірра­
ціональним числом? 

43. Як звільнити знаменник дробу від ірріціональності, якщо 
цей знаменник - одночлен? 

44. Як звільнити знаменник дробу від ірраціональності, 
якщо цей знаменник - двочлен з квадратними коренями? з 

кубічними коренями? 

45. Як звільнитися від квадратної ірраціональності в 
тричленному знаменнику дробу? 

46. Як звільнити від ірраціональності чисельник дробу? 
Пояснити на прикладі. . 

47. Порівняти числа (не виконуючи наближених обчислень): 

а) гз і V2; б) tI2 і V4; в) J 2 v2 і V л9 . 
48. При яких значеннях . літер правильна рівність: 

а) jf;;;2 = а/5 ; б) j7;2 = - хп :. 
B)J2b 2 -2~b+72 = (Ь-?)Л" ;г) 1 

J2b 2 - '24b + 72 
= 1 ? 

(6 -ь)J2 

ВПРАВИ 

- 62. Довести , що: . 
1) число 10 - арифметичний квадратний- корінь зі 100; 
2) число - 2 не є арифметичним квадратним коренем із 4; 
3) число 0,3 не є арифметичним квадратним коренем з 0,9; 
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4) J2,89 = 1,7 - прави~ьна рівність. 
63. Знайти значення кореня: " 
1) л6 ; 2) JO,16 ; 3) JO,0016 ; 4) J~O-",0-:-00~0"'--1-:-6 ; 5) J ~~ ; 
6) J2 1 . 7) J1 9 . 8) Jз 6 . 9) J 25 . 10) JO 012і . 

4 ' 16 ' 25 ' 16 ' , , 

11) J2,2'5 '; 12) Jl,96 . 

Б 
64. Знайти значення виразу: 

1) 0,2 J144 + 0,з.J169 ; 2) - 9 JO,0001 + 1~ J900 ; 

3) J36+J9 '4) J2 14 _J16 
25 ' 25 25' 

65. Записати з8. -допо'могою знака Г корені рівняння і 
обчислити їх значення: 

• • 

А 

1) х2 = 0,25; 2) у2 = 2,25; 3) Z2 = 0,49; 4) х2 = 1 ~ . 

66. Чи має смисл вираз: 

1) М6;2) J-196 ;3) -J196 ;4) J(-49)'(-4); 

5) J-49'4? 
67. При яких значеннях а і х має смисл вираз: . 

1) Га; 2) r-:a; 3) [;2; "4) J-36x ; 5) Jx-5 ; 6) J 3x~12 ? 

68. Знайти значення кореня: 

1) JI000 ; 2) tГВ1 ; 3) т; 4) 'VI; 5) V-I; 6) ro ; 
7) 'V0,001 ; 8) v- 3 ~ . 

69. Які з поданих нижче коренів можна назвати -ариф­
метичними: 

1) 'V216 =6; 2) V-64 =-4;8) tf625 =5; 4) V-512 =-2; 

5) V 32 = 1.. 6) V 1 = l? 
243 3 ' 64 2 
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Б 
70. Знайти значення виразу: 

1) 7Ш; 2) 0,2 ru + ?J- 0,008 ; 3) 17 - 5?J0,000216 ; 

4) 10 V( _2)3 . 

71. Подати корінь непарного степеня з від'ємного числа через 
ари"фметичний корінь: 

А 

Б 

1) V-7;2) V-8;3) ~-2a,дea > 0. 

72. 1) Пояснити рівність: 

а) 2kJa2k = lаl; 6) " 2k +V_a = _2k + v-;; . 
2) Знайти арифметичне значення кореня Ja 2 -12а + 36 

3) Яких значень набуває вираз .~ , якщо а > О, а < О? 
а 

73. Знайти значення виразу : 

1) m ·V100 ; 2) V2.Vg; 3) Vx 8 ·Vx7 
; 4) W ; 

5)- г-2 . 6) V162 
~-64. ' т· 

74. Обчислити: 

1) V8 ·125 ; 2) V 1~~O ; 3) ~3 ~ ·1 ~ ; 4) V12 : 841 . 

75. Перетворити вираз: 

1} (1<>Ja 3 )3; 2) e~)2; 3) зю. 
76. Спростити вираз (знизити степінь радикалів): 

1) tfi2:2) lв,j36 2 ;3) ~;4)4<>JаlБЬ24с32. 
77. Звести радикали "до спільного показника: 

1) Га, v3 і rз; 2) V4a 2 і ла . 

78. Знайти значення виразу: 

1) VO,196 ,Vl,4 'V10000; 2) rJ5 .3):> 52·4·2·243 
~500000 ' 81·39 
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• • 

А 

Б 

4) (V4)3; 5) ~7+т '~7-т. 

79. Спростити вираз J х 8 + 2х 4 У 4 + У 8 

80. Обчислити: 

1) (5ffl -10Vб)·О,5т; 

2) Га(/5 + 16) + /5 (Га + 16) - 16 (Га + /5). 
81. Розмістити в порядку зростання числа: /2, VЗ, v6 . 

82. Спростити вираз: 

1) nІ + п.} а nІ 2 - n 2 ; 2) а - ~ а а 2 - 2 аЬ+ Ь 2 ; 

3) а+2Га +зra -4ra -Va 2 -зVа 2 -Va 3 
• 

83. Виконати дії: 

1) JЗ. (-f.!f ; 2) ~1 + /2 • ~q - 2/2 ; 

3) (Га+Ь + Jёi'=b).(Гa+b -~); 

4) J(5 - а) 2 , якщо а ~ 5 ; 

5) J1- 2х + х 2 
, якщо х = 4 і х = ~ . 

84. Довести, що 

2а _ J(a _ з)2 = {за - 3, якщо а < 3; 
а + 3, якщо а > 3. 

85. Визначити знак виразу: 

1) vз -Vi; 2) 5J5 -V'б. 
86. Спростити вираз: , 

J2+J3 ·(-'V-2-J3). 

87. Винести множник за знак радикала: 

1) 'v m 8 n 2 • 2) V16a 3bll • 3) 5/ 32а 2Ь 6 
• 

, , "243с7 

4) ~24(m2 _n 2)·(m+n)2 ; 5) п.)а 2n + З ; 6) n+Va 2n 2- 2 

7) п.}аnХ + 2ьЗnzЗ . 

154 



• • 
88. Перетворити вираз, якщо х> О і с > О: 

2х3 ~ О,25с З 

с 2 2х' 
Який результат дістанемо, якщо х < О і с < О? Чи можуть х 

і с мати різні знаки? 

А 

89. Спростити вираз nJa n + 1b n _аnь n + 1 
• 

90. При яких значеннях х справедлива тотожність 

JX
2 -x 4 =-хЛ-х2 ? 

91. Внести множник під знак радикала: 

1) 2 3Гз ; "2) з1f; З) 2 б/f; 4) a 3J2, де а > О; 

5) b'V5, де Ь > О; 6) (а + b)J(ї+b. 
92. Спростити вираз: 

1) JaГa , якщо a~O; 2) V2/5; З) VxVX , де x~o; 
4) БJ а tГa : де а ~ О. 
93. Позбутися дробу під коренем: 

1) ·~ab . 2) з~ 
. с б ' V7+b2 . 

~-------------------
94. Внести множник під знак радикала: 

1) 2а 3 VO,25b ; 2) (а + b)V ~a 2 2 • 

а -Ь 
95. Спростити вираз: 

1) Vb3Jb , де b~O; 2) (2-а)J 2а , де а > 2. 
" . а-2 

96. Порівняти числа: 

1)W і J2з.Гз ; 2)W і Jз3J2 . 

97. Внести множник під знак радикала: 

1) х:у Jy 2;X
2 
,де О < х < у; 2) 2(x-y)~~a3(x-y). 

155 



· А 

98. Знайти значення виразу: 

V7-4Гз .J2+Гз 
99. Довести, що коли а > О, то правильна рівність: 

n +lJ n{ ІІ{ 
а уа = уа . 

ню. Довести, що коли а > О, то правильна рівність: 
2n +2 / ЗП гз 2n г-з 

уа "а
и = "а и

• 

101. Чи можна стверджувати, що вирази 1(;;5 , 

~абь5 є радикалами найпростішого вигляду? 
102. Звести до найпростішого вигляду корінь: 

1) х Гх; 2) yV X 2 
; 3) V40~4 . v!/ уЗ Ьс -

Б 

• • 

103. Спростити корінь: 

1) з/ . а ; 2) __ а_Jа зь - 4а 2 Ь 2 
+ 4аЬ З 

Va 2 +b2 +2ab а-2Ь аЬ 

104. Звести до найпростішого вигляду вираз: 

1) ~~ уЗ"2 ; 2) (Гх + Га)2 +(W + J;;3)2 (а> О, х > О). 
у х· - 2 

105. Спростити 2х 2 J 4(1 ~ х ) + l , якщо х < 2. Перевіри-
- х х х 

ти, що коли О < х < 2, даний вираз перетворюється на Гх . 
Довести, що коли х ~ О і х = 2, він втрач-ає смисл. 

А 
106. Чи подібні радикали: 
1)5~ і 0,7~; 2)t15 і J5; з)W і т; 

4)V2~ і з.fГ2? 
107. Довести подібність радикалів: 

1)V250 і ~4000000 ; 2)~ ~: і VаЗЬЗ • 
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~~-----------------

А 

108. Довести подібність радикалів: 

2 ~ а a~ Ь і ~ а 2 + a~ . 
109. Чи подібні радикали: 

~ab~ b і 5'Vab2 +1? 

110. Обчислитих + J'-(x---l-)2~ при Х = 5 і х = ~ . 

111. Довести подібність радикалів: 

~ J n 2 
- тn 7 J 3 4 - - n ; . ; m - m n ,де m > О, n > О, mn < 1. 

m тn · 

112. Чи подібні радікали: 

I)V42 ll+
1 і .[50; 2)~x3 + lly3 + n і J х;n2_ з ? 

Виконати дії: 

u 11з.l) 3~2a2 .5~10a .7~24a; 2) 8V14a6 :10Vab3 
; 

3) ( ~ J2ab )' 

~~-----------------

• • 

2) ~a2 . ~ab2 . Va 5b :~a 7ь 3 ; 3) ( га -га у 

115.1) VaV2a '~5a2 ; 2) 
5 ~O,OOlт 2 7 12ГТ 
_--:'-=::---_ + _ "т 5 . 

4Vnї 8 ' 

3) J а + гь . J а - гь . J а 2 - Ь . 

Звільнити від радикала знаменник дробу: 
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А 

Б 

• • 

А 

Б 

• • 

116.1) 4 2 а 2 3а2 mГп 9 2 
3 1n2 ; ) ь ї ; 3) 3 ї ; 4) гm ; 5) 17 ; 6) 15 Гз· 
,,~ "а "а 2n m 5 - 7 5 + 3 

117 1) 13 . 2) 5а . 3) 1 . 
. 215-17' aJ7 - 2Га' (1+J2)+Гs' 

4) 7Га -2Гь .5) 7 ; 6) а З _хЗ 

7Га + 2Гь' '!/2-1 Га-Гх· 

1 Jx 2 - а 2 +Jх 2 +а 2 

118. 1) . 2) 
J2 + гз - 15 ' Jx2

- а 2 -Jx2 + а 2 

119. Звільнити від радикала чисельник дробу: 

3~ J6 + 1 3 J5 - 2 
1) . 2) ., 3) ----=:---

2а 2ь ' 5 3 гs + 2 

з/7 -2J2 ~-Гx 
4) 11 ; 5) х 

6) 4 J6 + гз - 6 J2 . 7) х + j";Cl 
3 ' х - J х 2 -1 . 

§ 17. Ірраціональні рівняння і нерівності 

Ірраціональні рівняння. 

Рівняння, в яких невідоме міститься під знаком ко · 

реня, називають ірраціональними. 

Інакше кажучи , рівняння називають ірраціональним, якщо 

в ньому, крім дій додавання , віднімання, множення, ділення, 

піднесення до степеня з натуральним показником, є також до-
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бування кореня з алгебраїчних виразів, які містять невідоме. 
Корені, які входять у рівняння, вважатимемо арифметичними. 

Прикладами ірраціональних рівнянь є: гх = 3; 

~ + Х = 2; ЗJ2х + 7 = 3; 

J Х + J х 2 
- 5 = 2 та ін . 

3 - V5x + 1 = l' , 

Будь-яке ірраціональне рівняння можна перетворити на ціле 
алгебраїчне рівняння, яке є наслідком вихідного. 

Доведення цього твердження в загальному вигляді склад­
не , і ми обмежимося розглядом окремих випадків. 

Під час розв'язування ірраціональних рівнянь, які містять 
вирази з невідомими під знаком KBaдpaT~OГO кореня, намага­
ються позбу.тися коренів , підносячи до квадрата обидві части­
ни рівняння. 

Приклад. Розв'язати рівняння J8 - Х + Х = 2. 
Р о з в' я з анн я. Відокремимо радикал (залишимо його в 

лівій частині), а решту членів рівняння перенесемо в праву 

частину: J8 - Х = 2- х. 
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрата: 

(J8-x)2 = (2 - х)2 , звідси 8 - Х = 4 - 4х + х2 . 
Зведемо одержане рівняння до стандартного вигляду і роз­

в'яжемо його: х2 - 3Х - 4 = О, ХІ = - 1, Х2 = 4. 
Пер е в і рка. Х1 = - 1. У лівій частині маємо: 

J8-(-1) + (- 1) = J8+1 - 1 =19 - 1 = 3 - 1 = 2. Права 
частина дорівнює 2. 

Отже , Х = - 1 є коренем даного ірраціонального рівняння. 

Нехай Х2 = 4. У лівій частині маємо: J8 - 4 + 4 = Д + 4 = 6. 
Права частина дорівнює 2; 6"# 2. 

Отже, корінь Х = 4 є стороннім для даного ірраціонального 
рівняння, ми його відкидаємо. 

Як виник сторонній корінь? Щоб з'ясувати це, розглянемо 
питання в загальному вигляді. 

Нехай дано рівняння А ::;.., В, де А і В - деякі вирази, що 
містять невідоме. Після піднесення до квадрата обох частин 
рівняння дістанемо: А2 = В2, або (А + В)(А - В) = О. 

Маємо два рівняння: А - В = О, тобто А = В і А + В = О , 
тобто А = -В. 

Перше з цих рівнянь таке саме, як вихідне, а корені друго­

го (якщо вони існують) можуть відрізнятися від коренів дано­
го. Тоді вони сторонні відносно рівняння А = В. 

Тому, якщо під час розв' язування рівняння обидві його 
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частини підносять до квадрата (чи іншого степеня), то після 

розв'язування утвореного рівняння слід вибрати з його коренів 
лише ті, які задовольняють початкове рівняння; решта коренів 
бу дуть сторонніми. 

Повернемося до рівняння J8 - х + х = 2. Із проведеного 
дослідження випливає, що сторонній корінь х = 4 має задо-

вольняти рівняння J8 - х = -(2 - х). Це справді так, бо J8 - 4 = 
= -(2 - 4); 2 = 2. 

Якщо піднести до квадрата обидві частини рівняння, то 

сторонніх коренів не буде за умови, якщо рівняння А = -Вне 
має коренів. 

В окремих випадках, не розв'язуючи ірраціонального рівнян­

ня, можна з'ясувати, що воно не має коренів. 

Наприклад: J х - 5 = - 2 - рівняння не має коренів, бо ариф­
метичний корінь не може бути від'ємним. 

2 - J х + 10 = 6 - рівняння не має коренів: цей висновок 

стає очевидним, якщо рівняння записати у вигляді Jx + 10 = 
= -4. 

JX+2 -~ = о - рівняння не має коренів, бо.rx:t2 

і ~ не можуть бути рівними ні при яких значеннях х. 

J х - 5 - J 4 - х = 3 - перший радикал має смисл, коли 
х - 5 ~ О, тобто х ~ 5, а другий, коли 4 - х ~ О, тобто х ~ 4. 

Ці нерівності несумісні, отже, дане ірраціональне рівняння 

не має коренів. 

Розглянемо ще кілька прикладів розв'язування ірраціональ­

них рівнянь. 

Приклад 1. J4x + 8 + Jзх - 2 = 2. 

Р о з в' я з анн я. Маємо два радикали, позбутися яких од­
ночасно піднесенням до квадрата неможливо. Тому відокре­

мимо один з радикалів, а потім піднесемо обидві частини 
рівняння до квадрата. Матимемо: 

J4x+8 = 2 - JЗх-2, (JГ'"4х-+-=""8)2 = (2 - JЗх-2 )2, 

4х + 8 = 4- 4JЗх-2 + Зх - 2, 4JЗх-2 = -х - 6, 

(4 Jзх - 2 )2 = ( - (х + 6»2; 16(Зх-2) = х2 + 12х + З6, 
х2 - З6х + 68 = О, звідси хІ = 2; Х2 = 34. 

Обидва ці корені для даного ірраціонального рівняння є 

сторонніми (перевірте це). 

Зауважимо, що під час розв'язування рівнянь немає потре-
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би заздал~гідь з'ясовувати, чи з'являються сторонні корені при 

піднесенні до квадрата . Підносимо до степеня стільки разів, 

скільки потрібно для знищення радикалів, і перевіряємо, чи 

задовольняють корені утвореного рівняння початкове. 

Приклад 2.J2x+15 - гх=і = 3, 

Р о з в' я з анн я. (J2x+15)2 = (3 + ~)2 , 

2х + 15 = 9 + 6~ + х - І, х + 7 = 6~, 
(х + 7)2 = (6Jx -1 )2, х2 - 22х + 85 = О; Хl = 5, Х2 = 17. 
Перевіримо, чи є числа 5 і 17 коренями вихідного рівнян-

ня . 

При Хl = 5 У лівій частині дістанемо J25 - J4 = 5 - 2 = 3. 
Права частина дорівнює 3, маємо 3 = 3. 

При Х2 = 17, у лівій частині дістанемо: J49 -л6 = 3; 3 = 3. 
Отже, дане ірраціональне рівняння має два корені: Хl = 5 і 

Х2 = 17. -
Розглянемо приклад рівняння з трьома радикалами. 

Приклад:!. 2~ -Jx+2 = J5x-l0. 
Р о з в ' я з анн я. Піднесемо обидві частини рівняння до 

квадрата: 

(2~ - ,h+2)2 =(J5x-l0)2, 

4(х - 1) - 4J(x-1)(x+2) + х + 2 = 5х-10. 
Відокремимо радикал і зведемо подібні: 

4 J(x -1)(х + 2) = 8, J(x -1)(х + 2) = 2, 

(J(x -1)(х + 2) )2 = 22; (х - 1)(х + 2) = 4, 

х2 + Х - 6 = О, Хl = -3, Х2 = 2. 
Перевіримо знайдені корені за вихідним рівнянням: 

1) Хl = -3, У лівій частині вираз 2 J- 3 -1 - J- 3 + 2 не має 
смислу, отже, Хl = -3 - сторонній корінь; _ 

2) Х2 = 2, ліва частина 2 ~ - J2+2 = О, права части-
на J 5 . 2 - 1 О = J 1 О -1 О = О. 

Отже, Х2 = 2 - корінь даного ірраціонального рівняння. 

Приклад 4. 2 ~2x + хз + 15 - х = х + 2. 
Р о з в' я з анн я. Відокремимо радикал: 
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2 ~2х+хЗ +15 = 2х + 2, ~2х+хЗ +15 = х + 1. 
Звільнимося від радикала: 

( ~2x + х З + 15 )З = (х + 1)3; 2х + хЗ + 15 = хЗ + 3х2 + 3х + 1. 

3х2 + х- 14 = О; Х 1 = -2 ~ , Х2 = 2. 

П' 21. ере ВІР ка. Х1 = - 3' шва частина 

= 2 ЗJ-2 10 
27 

= 2 ~ - 64 + 2..1 = _ 21. + 2..1 = _..1 
27 3 3 3 3 . 

Права частина - 2 ..1 + 2 = _..1 _..1 = _..1 тобтn Х = - 2..1 
3 ' 3' 3 3' "1 3 

є коренем даного ірраціонального рівняння; Х2 = 2, ліва части-

на 2 ~4 + 8 + 15 - 2 = 2 ~27 - 2 = 2·3 - 2 = 4. 
Права частина 2 + 2 = 4; 4 = 4, тобто Х2 = 2 також задоволь­

няє дане рівняння. 
1 

Отже, Х1 = -2з; Х2 = 2. 

Приклад 5. ~ х 2 
- 4 з;х + 3 = О. 

Р о з в' я з анн я. І-й спо с і б. Подамо рівняння у вигляді 

4 з;х -V = 3 і піднесемо обидві його частини до куба. При 
цьому формулу куба різниці візьмемо в такому вигляді: 

(а - Ь)З = аЗ - ЬЗ - 3аЬ(а - Ь). 

Маємо: 64х - х2-12 з;х . ~x2 (4 з;х - ~x2 ) = 27. Врахує· 
зГ зJ.' ЗГ:; зГ ЗГЗ 

мо, що "Х · "х2 = "r і 4"х -'"x~ = 3 (це випливає з 
умови). 

Отже, перетворене рівняння має вигляд 64х - х2 - 12х· 3 = 
= 27, х2 - 28х + 27 = О. Х 1 = 1, Х2 = 27 - корені цього рівня·ння. 

Підставляючи в початкове рівняння ці корені, переконує­
мося, що обидва вони його задовольняють. 

Як бачимо, розглянутий спосіб розв'язування дуже громіздкий. 

. з Зг;;-

2-й спо с і б. Беручи до уваги, що ( 'Гх)2 = "х 2 , можна 
. З, Т' ЗГТ 2" 

ввести нову ЗМlННУ, поклавши "х = у. ОД1" х- = у 1 В1ДНОС-

но нової змінної рівняння перетворюється на таке: у2 - 4у + 
+ 3= О. Звідси У1 = 1, У2 = 3. Але х = уЗ, отже, Х 1 = 1, Х2 = 27. 

Розглянемо ще кілька прикладів розв'язування ірраціональ­
них рівнянь способом введення допоміжного невідомого. 
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Приклад 6. х2 + J х 2 
- 9 = 21. 

р о з в' я з анн я. Віднімемо від обох частин рівняння по 9: 

х2 - 9 +Jx 2 -9 = 12. 

Введемо допоміжне невідоме J х 2 
- 9 = У, У ~ О. 

Маємо: у2 + У - 12 = О; УІ = -4, У2 = З. 
Корінь УІ = -4 відкидаємо як сторонній. 

Підставляючи друге значення У в рівність J х 2 
- 9 = у, знай-

демоJх 2 -9 = З; х2 - 9 = 9; Х = ±зJ2. 

Приклад 7. 2Jх 2 -ЗХ+11 -Jх 2 -Зх+З = 5. 

р о з в' я з анн я. Введемо допоміжне невідоме 

У =Jx 2 -Зх+11, тоді х2 - Зх + 11 = у2 і х2 - Зх + З = у2 _ 8. 
Таким чином, відносно нового невідомого дане рівняння 

має вигляд 2у - J у 2 - 8 = 5. Звільнившись від радикала, діста­
немо Зу2 - 20у + ЗЗ = О, звідси УІ = З, У2 = ІзІ . Обидва корені 
задовольняють рівняння (перевірте це). 

Далі, беручи до уваги, що х2 - Зх + 11 = у2 , дістанемо два 
. 2 

рівняння відносно Х: х2 - Зх + 11 = з2 і х2 - Зх + 11 = ( ІзІ) , 

або після спрощень х2 - Зх + 2 = О і х2 - Зх - 292 = О. 

= 

Перше рівняння має корені ХІ = 1, Х2 = 2, а друге Хз . 4 =:; 

9±13 
6 

Усі чотири корені задовольняють початкове рівняння. У 

цьому можна переконатися, підставивши їхні значення. 

9±13 
XI=1;X2=~;X3.4=:; 6 

Приклад 8. Jl,5 - xJ х 2 - 5,25 = 2. 
р о з в' я з анн я. Піднесемо обидві частини рівняння до 

квадрата і виконаємо перетворення: 1,5 - xJx 2 -5,25 = 4, 

Х J х 2 - 5,25 =:; -2,5, х2(х2 - 5,25) = 6,25, х4 - 5,25х2 - 6,25 = О. 
Введемо позначення х2 

=:; У. Маємо: у2 - 5,25у - 6,25 = О; 
УІ = -1; У2 = 6,25. 

Але x2~0, тому УІ = -1 відкидаємо. Залишається х2 = 6,25, 

звідси ХІ = -2,5; Х2 = 2,5. Якщо Х = -2,5, то Jl,5 - xJ х 2 
- 5,25 

163 



=Jl,5+2,5J6,25-5,25 =/4 = 2. Якщо Х = 2,5, то 

Jl,5 - xJ х 2 
- 5,25 = Jl,5 - 2,5J6,25 - 5,25 = Г-1, але тако­

го числа серед дійсних чисел не існує. Отже, дане ірраціональ­
не рівняння має єдиний корінь Х = -2,5. 

Приклад 9. х2 - Х - Jx 2 -х+13 = 7. 
Р о з в' я з анн я. Додаючи до обох частин рівняння по 13, 

маємо: (х2 - Х + 13) - J х2 - Х + 13 = 20. 

Введемо позначення J х2 - Х + 13 = у, дістанемо квадратне 
рівняння відносно у: у2 - У - 20 = О, корені якого УІ = - 4 і 

У2 = 5. Але J х2 
- Х + 13 ~ О. Отже, УІ = -4 відкидаємо і бере-

MOJX
2 -х+13 = 5. Маємо: х2 - Х + 13 = 25, х2 - Х - 12 = О; 

ХІ = -3, Х2 = 4. 
Якщо Х = -3, то 9 + 3 - J9 + 3 + 13 = 12 - 5 = 7. 

Якщо Х = 4, то 16 - 4 -JI6-4+13 = 12 - 5 = 7. 
Отже, дане рівняння має два корені: Xl = -3 і Х2 = 4. 

Приклад 10. гх+6 -~ = 5. 
Р о з в' я з анн я. Помножимо обидві частини рівняння 

на J Х + 6 + ~. Дістанемо: 

(Гх+6 - J Х - 7 )( J Х + 6 + ~) = 5( J Х + 6 + ~), 

Х + 6 - Х + 7 = 5( J Х + 6 + J Х - 7 ), звідси J Х + 6 + J Х - 7 = 153 . 

Додаючи почленно це рівняння до даного, дістанемо 2 гх+6 = 

38 . ( 19 )2 11 = """5' ЗВ1Дси Х = """5 - 6 = 825 . 

Підстави мо це значення Х у дане рівняння і переконаємося, 

що воно його не задовольняє (зробіть це самостійно). 
Отже, дане рівняння не має р?зв'язків. Як бачимо, крім 

загальних підходів під час ро"Зв'язування ірраціональних 
рівнянь можна застосовувати штучні способи. 

Системи ірраціональних рівнянь. Якщо серед рівнянь сис­
теми є ірраціональні, то для їх розв'язування, як правило, 
звільняються від ірраціональності. При цьому застосовують 
методи, які використовували під час розв'язування ірраціо­

нальних рівнянь. Наведемо приклади розв'язування систем 

ірраціональних рівнянь. 
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П 1 {Х + у + J Х + У = 20, 
РИКJIад. 2 2 

Х + У = 13б. 
Р о з в' я з анн я. Введемо нову змінну Z = Jx+ У . Тоді 

Х + У = z2, і перше рівняння системи матиме вигляд: Z2 + Z -

- 20 = О, звідси ZI = -5, Z2_ = 4. 

Вираз J Х + У = -5 не має смислу. З рівності J Х + У = 4 зна­
ходимо Х + У = 1б. 

Визначимо з цього рівняння Х і підставимо в друге рівнян 

ня системи Х = 1б - У, (1б - у)2 + у2 = 13б, 25б - 32у + у2 + у2 = 
= 13б, 2у2 - 32у + 120 = О, у2 - 1бу + БО = о. 

Корені цього рівняння: УІ = б, У2 = 10. 
Визначимо Х: ХІ = 1б - УІ; ХІ = 10; Х2 = 1б - У2; Х2 = б. 
В і д п о в і д ь. (10; б), (б; 10). 

Приклад 2. {=:t Х + 1 + ~ у - 3 = 5, 
х+у=37. 

Р о з в' я з анн я. Введемо позначення =:t Х + 1 = р, ~y - 3 = 
= q, тоді Х + 1 = р3, У - 3 = q3. 

Додаючи почленно ці рівняння, дістанемо: Х + У - 2 = р3 + q3, 
або Х + У = р3 + q3 + 2. З другого рівняння системи маємо: 
37 = р3 + q3 + 2, або р3 + q3 = 35. Перше рівняння системи 
запишемо так: р + q = 5. 

Віз:ь~емо до уваги тотожність (р + q)3 = р3 + q3 + 3pq(p + q) 
і підставимо замість р3 + q3 ір + q їх значення, а саме: р3 + q3 = 

= 35, р + q = 5. Отже, 53 = 35 + 3pq· 5; 15pq ::::: 90; pq = б. 
Маємо систему рівнянь: {р + qб= 5, . 

pq = . 
Звідси РІ = 2, ql = 3, Р2 = 3, q2 = 2. 

Повернемося до невідомих Х і У, дістаємо: 

=:tx+1 = 2,х + 1 = 8; ~y-3 = 3,у - 3::::: 27; 

=:tx+1 = 3, Х + 1::::: 27; ~y-3 = 2, у - 3::::: 8. 

Маємо дві системи рівнянь: 

{Х + 1 = 8, . {Х + 1 = 27, 
у - 3 = 27; 1 У - 3 = 8. 

Розв'язками першої системи є Х = 7, у = 30, а другої Х = 2б, 
у = 11. 

В і д п о в і д ь. (7; 30), (2б; 11). 
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ПРИКJIад 3. f гх + JY = ~ /ХУ, 
lx+y=13. 

р о з в' я з анн я. Запишемо суму х + у у вигляді х + у = 

= (Гх +JYf -2Jxy . 

За першим і другим рівняннями системи маємо: 

13 = (~JXY r -2Jxy , 13 = ;~ ху - 2ГхУ ' 

~~ ху - 2/ХУ -13 = о. 

Позначивши J ху = z, дістанемо 25z2 - 72z - 13· 36 = о, 

36±J362 +36·13·25 36 ± 6J36 + 325 36 ± 6·19 
= ZI,2 = 25 ; ZI,2 = 25 25 

36 - 6·19 36 + 6 ·19 36 +114 
z = не задовольняє; Z2 = = І 36 25 25 

150 
Z2 =2"5 = 6. 

Отже, ГХУ = 6. Підстави мо значення J ху у перше рівнян­

ня системи. Маємо гх + ГУ = ~ ·6; гх + JY = 5. Розв' язую-
чи систему рівнянь 

{ГХ +ІУ = 5, 
Гх·ГУ = 6, 

дiCTa~eMO: гх = 2, JY = 3 і гх = 3, JY = 2. Звідси хІ = 4, 
УІ = 9; Х2 = 9, У2 = 4. 

Відповідь. (4; 9), (9; 4). 

ПРИКJIад 4. !~1 + 5х + V5 - у = 3, 
5х-у=11. 

р о з в' я з анн я. Введемо позначення: ~1 + 5х = и, 
-t,/5 - у = и, тоді {и + v = 3, 

и4 +и4 =17. 
Запишемо друге рівняння таким чином: 

(и2 + и2)2 - 2и2и2 = 17; «и + и)2 - 2uv)2 - 2и2и2 = 17, або 
(9 - 2ии)2 - 2и2и2 = 17; 2и2и2 - 36ии + 64 = О; 
(ии)2 - 18ии + 32 = О; ии = 2; ии = 16; 
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1){ии=2, и2 - 3и + 2 = О; и'! = 1; и2 = 2. 
U + v = 3. 

В1Дси ' або З · {U1 = 1 {и2 = 2, 
иІ = 2; и2 = 1. 

Отже, J ~1 + 5х = 1; х = О; 
1 ~5 - у = 2; у = -11; 

J :1 + 5х = 2; {х: 3, 1 ~5 - у = 1; У - 4. 

2) {ии = 16, и2 - 3и + 16 = О - немає розв'язків. 
U + V = 3. 

Відповідь. (О; -11), (3; 4). 

Приклад 5. f (х + уГх + у2 )J х 2 + у2 = 65, 

l(x-уГх +y2)Jx2 +у2 =185. 

Р о з в' я з анн я. Ліві частини рівнянь системи запишемо 
у вигляді: 

(~ + уГх +1).y2 Jx 2 +у2 =65, 
у 2 у 2 

(~ _ уГх + 1)' у2 Jx 2 + у2 = 185, 
у 2 у 2 

Поділимо почленно рівняння системи: 

(~+ уГх +1):(~- уГх +1)=65:і85 . . 
у 2 у 2 . у2 у2 

Спростимо це рівняння: 

37(~+' гх +1)=13(~- гх +1). 
у 2 у у2 У 

Звідси 24~+50 гх +24 = О абоI2~+25 гх +12 ::::: О 
у 2 У , у2 У • 

Введемо нове невідоме гх = Z. Дістанемо: 
у 

12z2 + 25z + 12 = О, 

-25 ± J625-4'12'12 -25 ± J49 -25 ± 7 
zl.2 = 24 = = 24 24 

-32 4 -18 3 4 3 
zl = 24 = -"3 ' z2 = 24 = - 4"' Zl = -"3' z2 = - 4" . 

В · 4. v Х М х 16 . 
lзьмемо Z 1 = -"3 1 знаидемо 7' аємо 7 = 9' ЗВ1Дси 
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2 _ 9х П' ~ Гх , 2 ' 
У - 16' ІДставимо значення у 2 , У 1 У У перше рlВНЯННЯ 
системи: 

(Ш-~+1)~Jх+ 9х = 65 Ш. ~J25X = 65 
9 3 16 16 '9 16 16 . 

Звідси 13х. ~Гx = 65 ~Гx = 1 L x = 1 х3 = 642 
16 4 ' 64 ' 642 ' , 

х3 = (43)2 = (42)3, Х = 42, Х = 16. 

З U М Jї6 4, 3 
наидемо у. аємо: -у- = - 3"' ЗВІДки у = - " 

А ' , 3 u 

наЛОГlЧНО, Пlдставляючи зна:ення z2 = - 4"' знаидемо 
х = 9, у = - 4. 

В і д п о в ід ь . (16; - 3), (9; -4). 

Ірраціональні нерівності. 

Нерівності, в яких змінна (невідоме) міститься під 
знаком кореня, називаються ірраціональними. 

Як і в ірраціональних рівняннях, усі корені, що входять до 
нерівностей, - арифметичні. 

До найпростіших ірраціональних нерівностей належать не-

рівності ВИГЛЯДУ~f(х) < g(x) і ~f(x) > g(x), аБОVf(х) ~ g(x) 

і ~f(x) ~ g(x). 
Розв'язування нерівностей першого виду зводиться до роз-

в' язування системи раціональних нерівностей 

j
f(X)~O' 
g(x) > О, 
f(x) < gn (х), 

бо, за означенням арифметичного кореня, і підкореневий ви­

раз, і значення кореня невід'ємні. Оскільки за умовою значен­
ня кореня менше від виразу g(x), то останній має бути додат­
ним. Третю нерівність системи дістаємо після піднесення обох 
частин даної нерівності до степеня, який дорівнює степеню 
кореня. 

Приклад 1. Розв'язати нерівність J х2 -3х-10 < 8 - 5х . 
Р о з в' я з анн я. Задана нерівність зводиться до системи 

нерівностей : 

І
Х 2 - 3х - 10 ~ О, 
8 - 5х > О, 
х2 -3х-10 < (8-5х)2. 
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Розв'яжемо цю систему. Маємо: 

і
(х + 2)(х - 5) ~ О, 
х < J!. 

5 ' 
24х 2 -77х+74 >0, 1

-оо < х ~ -2 або 
х < J!. 

5 ' 
- оо < Х < +00. 

5 ~ х < + оо , 

Множиною розв' язків останньої системи є проміжок 

-со < Х ~ -2. 
В і д n о в і Д ь. (-со; - 2 ]. 
Під час розв'язування нерівностей другого виду треба роз­

глянути два випадки. 

1) g(x) < О. Нерівність rJ {(х) > g(x) задовольняється при 
будь-яких значеннях змінної х, при яких існує арифметичний 

корінь, тобто при яких {(х) ~ О. Отже, розв'язування даної 

нерівності зводиться до розв'язування системи нерівностей: 

{{(х) ~ О, (1) 
g(x) < О. 

2) g(x) ~ О . Нерівність 'іІ{(х) > g(x) зводиться до системи 
раціональних нерівностей: 

!
{(х) ~ о, 
g(x) ~ о, 
{(х) > gn (х). 

(2) 

Множиною розв'язків даної нерівності буде об'єднання мно-

жин розв'язків систем (1) і (2). 
Приклад 2. Розв'язати нерівність Jx2- 3x -10 > х - ~. 
Р о з в' я з анн я. 
1) Якщо х - 2 < О, то дана нерівність зводиться до системи: 

{Х-2< 0, {х < 2 
x2-3x-10~0, або (x+2)(x -5)~ 0. 

Множиною розв' язків останньої системи є числовий про­

міжок (-со; -2). 
2) Якщо х - 2 ~ О, то дана нерівність зводиться до системи: 

{X-2~~ {x~~ 
х2 - 3х -10> (х - 2)2, або х> 14. 

Множиною розв'язків цієї системи є числовий проміжок 

(14; +00). 
Отже, множиною розв'язків даної нерівності буде об'єднан­

ня числових проміжків(-со; -2) і (14; +00). 

Відповідь.(-со; -2) u (14; +00). 
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ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ЦОВТОРЕННЯ 

1. Яке рівняння називають ірраціональним? Навести при­
клад. 

2. Який смисл мають корені, що входять в ірраціональне 
рівняння? 

3. Чому ірраціональне рівняння J х - З = - 2 не має роз­
в'язків? 

4"Як ірраціональне рівняння замінити раціональним? 
5. Які перетворення ірраціональних рівнянь можуть привес­

ти до появи сторонніх коренів? 

6. у чому полягає спосіб введення нової змінної під час 
розв' язування ірраціональних рівнянь? 

7. Які нерівності називаються ірраціональними? 
8. Який смисл мають радикали, що входять в ірраціональ­

ну нерівність? 
9. Чи завжди нерівність f(x) < <р(х) рівносильна нерівності 

(f(x»n < (<р(х»n? 

ВПРАВИ 

Розв'язати рівняння: 

2)Jх-з = 5; 3) ІХ - 4 = О; 120. 1) гх = 2; 

4)J2x - 7 = 5; 5)J2-x = JЗ-2х; 6)Jx-a = Ь . 

121.1) х + Jx+5 = 7; 2) зJх+2 ' = 2х - 5. 

122.1)JX7f + J17-x = 4; 2)J2x+1 + J4x+3 = 1. 

123.1)J8x-5 - J2х+З = J6x+1; 

2) З J х 2 - 4 + 1 = 3х + 7. 

~~----------------
124. J х + З + J х - 2 = J 6х -11 . 

125.1) ~ -Jх-з = Jx-6 ; 2) ~~~ = Л~Гх' 
126. 1) ~8x + 4 - ~8x - 4 = 2; 

2) J8x + 1 - J2x - 2 = J7 х + 4 - Jзх - 5 ; 
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3) ~ +,rь:;x = Jёї+b; 

4) х2 - Х + J х 2 
- 2х + 6 = х + 6. 

ш.------------------------
JX::l J 5х+2 127.1)J5x-1 - J8-2x = х l' 2) -, 2х -4 

128.1)J8-x +J5+x =J9+5x + J4-5x; 

~+~ їn 2) = ,,2 . 
Гa+X-~ 

129. 1) гх + J х + J9 + 24х = гз ; 
2) 1 + 6 

Jзх + 10 J(х+2)(Зх+І0) 
1 

Jx+2 . 

= J7X-2 
3х-8 . 

130. 1) х - V х з - 4х - 7 = 1 ; 2)J4-хJх 2 +8 =2-х; 
3) х2 - 9х + 12 = 4 J х 2 

- 9х + 9 ; 

4)J5a+x + J5a-x = ~. 
5а+х 

Пояснити, чому дані ірраціональні рівняння не можуть мати 
дійсних коренів: 

А 

Б 

А 

132. 1) J х + 2 - J х + 5 = 1; 

133.1)Jх-З =J2x-3 + 1; 

2)JЗх-7 - J5x-ll = 2. 
Розв'язати рівняння: 

2)Jх-З + Jх+з + 1 = О. 

2) J х - 5 + J2x -1 = 2. 

134. 1) 2х + 1 = 3 гх ; 2) 1 - гх = 2 + х (для цих рівнянь 
побудувати графіки лівої і правої частин). 
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135. I)Vx+l +~Зх+l = ~x-l; 

2)~ +~x+2 +VX+3 = О; 

З)~9-Гх+Т +~7+Гx+Т = 4; 

4)~x+5 +~x+6 = ~2x+ll. 

~I-------------------

А 

Б 

136.1)JЗх2 -2х+15 + JЗх2 -2х+8 = 7; 

2) ./2l+X + ~ 11 О' ~ ~ ,Х;#;, 
v21+x -v 21 - x х 

з)Jх+З-4J"X=l +Jx+8-6J"X=l = 1; 

4)J2х+З +Гх+ї = Зх + 2J2x2 +5х+3 -16; 

137. 1)~ - tIX=8 = 2; 

2)V(2-x)2 +V(7+X)2 -~(7+x)(2-x) = З; 

З) xV; - 1 + v;з - 1 = 16; 4) 1 + 1 = 1.. 
V;З-l VX-l Гx+'Vx Гx-V"; 3 

Розв'язати систему рівнянь: 

{ГХ +ІУ =5, 
138.1) г=- 6 

vxy = ; 

з)jlf +И = ~, 
х + у = 10; 

2){Гх +ІУ = З, 
ху =4; 

4) {J х 2 + 6у 2 = 2 + х, 
Зх + 4у = 23. 

1
_1_ + _1_ = .1. j гх + ГУ = ~ 

139. 1) гх ГУ 3 '; 2) ГУ гх 2 ' 
ху = 9; х + у = 25; 
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3) {Vi ГУ + Гх'1; = 12, 
ху = 64; 

4) {Vi -'1; = 3, 
х - у = 63. 

{ Х+ У =130, 
140. 1) vi - '1; = 1,5V ху; ! ІХ +/У _ а 

2) ІХ-/У - ь' 
ху = (а 2 _ь 2 )2; 

3) J5Jx 2 -3у-l +Jx+6y =19, 

lзJх 2 -3у-l =1+2Jx+6y; 

4) {Гх+У +~ =6, 
~(x + у)3(х - у)2 = 8, (х> у). 

141. 1) {х./У + уГх = 30, 2) {х./У + уГх = 6, 
хГх + угУ = 35; х 2у + у2 х = 20; 

3) {х - У = 8а 2 , 
гх +./У =4а; 

j
J х + у +.JY+i = 3, 

142. 1) .JY+i + rz-:;:; = 5, 
rz-:;:; + ГХ+У = 4; 

3) {Vi + '!fY = 3, 
х + у = 17; 

4) {Гх - ГУ = 0,5Jxy, 
х + у = 5. 

2) {Vi -'!fY = 1, 
гх + ГУ = 5; 

4) {JX 2 + y2 +Jx 2 _ y 2 =6, 
ху2 = 6М. 

143.1) {Jx 2 - ху + Jxy - у2 = 3(х - у), 
х 2 _ у2 = 41; 

2) {J х 2 + 5 + J у2 - 5 = 5, 
х 2 + у2 = 13; 

j
JX - 4 + ГУ + гz+4 = 6, 

4) 2Jx - 4 - ГУ -4Гz+4 = -12, 
х + у + Z = 14. 

144. Розв'язати нерівність: 

1) ~ < 7 - х; 2) J х 2 - 3х -10 > х - 2; 

3) гх+2 >х; 4) зJ6+х-х 2 >4х-2; 
5) J5x - х 2 - 6 < 3 + 2х; 6) J(x + 2)(х - 5) < 8 - х· 
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§ 18. Узагальнення поняпя степеня. 
Степенева функція 

Степінь з натуральним і цілим показником. Для узагаль­
нення поняття степеня нагадаємо основні поняття і формули. 

n 
а = аа ... а , якщо n - натуральне число, n > 1, аn = а, якщо 

'--.---' 
'І разів 

n = l' аn = 1 якщо n = О а:!. О· а'l = _1_ якщо n - ціЛЕ " "а-n , 

число, n < О, а:!. О. 
Нагадаємо властивості степеня з цілим показником. 

Перемножаючи степені з однаковою основою а (а :f. О), ї:х 
показники додають: ат. а" = ат + n. 

Ділячи степені з однаковою основою а (а:!. О), від показ ни 
ка діленого віднімають показник дільника: ат : а" = ат-". 

Щоб піднести до степеня добуток, треба до цього степен.f'. 
піднести кожний множник і результати перемножити: (аЬс)" = 
= а"Ь"сn . 

Іноді цю рівність необхідно прочитати справа наліво: щоб 
помножити степені з однаковими показниками, достатньо пе­

ремножити основи і результат піднести до степеня з тим са­

мим показником: аnЬ"с" = (аЬс)". 
Щоб піднести до степеня дріб, треба піднести до цього сте-

пеня чисельник і знаменник і перший результат поділити на 

другий: 

Щоб піднести до степеня степінь, треба показники степе­
нів перемножити, а основу степеня залишити без зміни: 
(ат)n = ат". 

Зазначимо, що у формулюванні цих правил ніде не вказу­

валося, яким має бути показник степеня: натуральним чис­

лом чи цілим. Це тому, що множина цілих чисел включає 

множину натуральних чисел як свою частину. Отже, наведені 
правила стосуються степенів з натуральним, нульовим і цілим 

від'ємним показниками. Зрозуміло, що для випадку степеня з 
нульовим і цілим показниками ставиться додаткова умова, щоб 
основа степеня не дорівнювала нулю. 

Степінь з раціональним показником. Введення степеня з 
нульовим і від'ємним показниками було першим розширен­
ням поняття про степінь. При цьому нові означення степеня з 

нульовим і від'ємним показниками було введено так, що влас­
тивості степеня з натуральним показником залишилися пра­

вильними і для степенів з цілим показником. 
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Введемо поняття про степінь, показником якого може бути 
І 2 

будь-яке дробове (раціональне) число. Наприклад, 22 , 3 "3 , 
'" 50.9, взагалі а -;;- , де а > О, m - ціле, а n - натуральне число. 

Введення степеня з дробовим показником буде дальшим 

розширенням поняття про степінь. Означення степеня з дро-
nI 

бовим показником а -;;- має бути таким, щоб властивості степе-
ня - з натуральним показником залишилися справедливими і 

для степенів з будь-яким дробовим показником. 
Означення дробового показника виникло в зв' язку з потре­

бою узагальнити правило добування кореня на випадок, коли 
показник підкореневого числа не ділиться на показник коре-

ня. nг-;;;-.!!!.. 
Правило v а m = а n було виведене з припущення, що m і 

n - натуральні, а m ділиться на n. 
Тепер це правило будемо застосовувати і тоді, коли n -

будь-яке натуральне число, а m - будь-яке ціле число. 

Означення 1. Якщо а - додатне, n - натуральне чнсло, 
m - будь-яке ціле число, то степінь числа а з дробовим по-

т n г-;;- -7 n г-;;-
казником n є радикалом v а н. ,тобто а = v а н . • 

Показником кореня є знаменник, а показником степеня 
підкореневого числа - чисельник дробового показника. 

Якщо а = О, а !!!:... - дробове дoдaT~e число, то а -7 = О. 
n 

Згідно з цим означенням маємо: 6і = ~6 2 ; 0,3% = ~0,з5 ; 
з -+=з ~1 =~з -l ; (t )1.7 =(t ) : ~ =1~( ~Y 7 ;0+=0. 

2 3 І 

Вирази О -б , (-4)8 , (-8) 2 не мають смислу. 

Обмеження , що накладається на основу а (а > О), необхідне 
m 

при означенні степеня а -;;- . Справді, якщо а < О, то коли n -

пар не і m - непарне, вираз а n не має смислу. Наприк­

лаД,(-5)% = J(-5)3 = J-125 не існує. 
Отже, введення степеня з дробовим показником дає змогу 

nг-;;-
зберегти правило добування кореня із степеня v а н , для ви-

падку, коли m не ділиться на n. 
Можна дати означення степеня з дробовим показником, не 

користуючись поняттям кореня. 
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Означення 2. Степенем а -;.- невід'ємного числа а називають 
невід'ємне число, n-й степінь якого дорівнює ат. 

За означенням степеня з дробовим показником, справедли-

ва така тотожність: (а -;- )n = ат 

Означення 2 зручно використовувати для доведення основ­
них властивостей с~епенів виду а -;- . Подаємо ці властивості 
без доведення. Для будь-яких додатних а і раціональних зна­
чень рі q 

aPaq = аР + q; 

аР : aq = аР - q; 

(aP)Q = aPq• 

(1) 
(2) 
(3) 

Крім того, якщо а > О, Ь> О ір - раціональне, то мають 
місце тотожності 

(аЬ)Р = аРЬР ; (4) 

( ~ )Р = ~ ; . (5) 

З властивості (1) випливає, що для будь-якого додатного а і 

будь-якого раціонального р а - Р = --L. ' 
а Р 

З властивості (3) випливає, що для будь-якого раціонально-
nг-;; р 

го р ,; аР = а -; (а> О, n - натуральне число, n -:1-1). 

Приклади. 
1. Записати у вигляді степеня з раціональним показником 

такі вирази: 

а) aO ,3a- 1а2,7 = аО '3 + (- 1) + 2,7 = а2 ; 

б) ( х t yL = Х t ; 

г) а 8 • аО,25 = а 8 • а 4 = а 8 5 • а 4 = а 4 • а 4 = аО = 1 . 
( 

_.А. )О'4 ( -.А. )і.1.. _.А. , ..2. .L _.1.. .1 

2. Обчислити: 
а) 5 1- ,5 -0,25 .5+ ,5-0,75 = 5++ ( -О,25) +-}+ (-О,75) = 5° = 1; 

б) 43' 22 = (22)3. 22 = 26. 22 = 28 = 256. 

3. Спростити: 

( а -f J-
З

'
5 

_ 
а) -1- -

Ь 7 

а(-і ) ' ( -З .6 ) 
І 

(Ь 7 ) -З ' ~ 
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б) а 12 : а 3 = а 12 5 : а 3 2 = а 2 : а 2 = 1 ; ( і )I.2 ( _.1.)-1.5 ..L. J!. _.1. . (_ ~ > .1. .1. 

в) с 7 У - 0.4 • С 7 уО.2 = С 7 У 5 С 7 У 5 = С 7 7 У 5 5 = С - 1 У - 1 • ( 
_ ~ )З .l. _ J!. _J!. .l. .1. _Jl +.l. _J!.+.1. 

4. Знайти значення виразу: 

а)(81'16)--} = (з4 . 24гt = з4 ' (--}>. 24.(- -}> = з-І. 2-1 = ~ . ~ = ~ ; 

1 1 І 

б) 1000000.2 ·0,0013 = (105) "5 . (10 -З) 3 = 10 ·10-1 = 1. 

5. Записати вираз у вигляді квадрата: 

а) аЗО = (а I5) 2 ; б) аЗ = ( а f J ; в) а- 18 = (а- 9)2 ; г) а -З = ( а -f )2 
6. Записати вираз у вигляді степеня з дробовим показни­

ком: 

~Г- sг- І 1 1 + 1 4 
а) ~ х • I v Х = Х 5' • Х ї6 = Х 5' ї6 = Х ї6 ; 

~V 8 -З ~V 5 2nГ'5 = Х· х = х = v XV = 
5 

= х 2u' = х О • 25 

7. Виконати дії: 

б) Х 2 + У 2 = Х 2 + 2х 2 У 2 + У 3 = Х + 2х 2 У 2 + у-І; (
.1. _.1. )2 ( .1.)2 .1. _.1. ( _.1. )2 .1. _.1. 

в) а 3 +ЬЗ а 3 -а 3Ь3 +Ь3 = а З + ЬЗ =а+Ь. ( 
1 1)( 2 1 1 2) ( I)З ( 1)3 

8. Розв'язати нерівність: 
1 3 1 

а) "2а ~аЗ; б) х- З > х- 1 ; в) а -'2 > а '2 . 

Р о з в' Я З анн я. а) аЗ - ~ а $ О, а ( a 2-t ) $ О, 
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а( а + .r; )( а - .r; }; О. Звідси а ~ - 1 або О ~ а ~ .r; . 
б) х - 3 > х - І _1 __ 1.. >0 (_1_-1) ' .l >0, l- х 2 О 

' з , ? , --2 - > , 
х х х- х х х 

х
2

-1 О А 2 О " . . 
- -2- < . ле х > ,ТОДІ маємо рІВНОСИЛЬНУ неРІВНІСТЬ 
х х 

(х + 1)(х -1)х < О, розв'язуючи яку, знайдемо х < - 1, О < х < 1. 
з 1 1 .1 .і!. 2 2 

в)а -"2 >а "2 _1 _ _ а "2 >0 l-а 2 · а 2 >0 І -а >0' а -1 <О· 
, .! ' 1!. ' .І. ' .1 • 
а 2 а 2 аа 2 аа 2 

1 

за означенням, а "2 > О. Маємо: (а + 1)(а- 1) < О. Звідси О < а < 1. 
3. Понятrя про степінь з ірраціональним показником. Роз­

глянемо степінь аа , де а - будь-яке додатне число, яке не 
дорівнює 1, а а - будь-яке ірраціональне число. Тут можуть 

бути такі три випадки: ./2 
а) а > 1 і а - додатне ірраціональне число, наприклад 5 2 
Позначимо: аl - будь-яке раціональне наближене значен­

ня а, взяте з недостачею і а2 -: будь-яке наближене раціо-
нальне значення числа а, взяте з надлишком. Тоді степінь аа 
означає таке число, яке більше від усякого степеня аа!, але 

. а н ' 5Л менше ВІД усякого степеня а 2. априклад, означає TaJ<e 

число, яке більше від кожного з чисел ряду: 51.4, 51.41, 51 .414, 

51 .414 2, ... , В якому показники - десяткові наближення J2, 
взяті з недостачею, але менші від кожного з чисел ряду: 51 .5, 
51.42, 51.415, 51 .4143, ... , В якому показники - десяткові набли-

ження J2, взяті з надлишком. 
б) О < а < 1 і а - додатне ірраціональне число, наприклад 

0 ,5Л . 
Тоді під степенем аа розуміють число, яке менше від будь­

якого степеня ааІ , але більше від будь-якого степеня аа2 • 

Так,0,512 є число, менше від будь-якого з чисел ряду 0,51.4, 

0 ,51 .41, 0,51 .4 14, 0,51.41 42, ... , але більше від будь-якого з чисел 
ряду 0,51 .5, 0,51.42, 0,51 .415, 0,51.4143, .... 

Таким чином, якщо додатне ірраціональне число а містить­

ся між двома раціональними числами аl і а2 , то степінь аС 

міститься між степенями аа! і аа2 і тоді, коли а > 1, і тоді, коли 
О < а < 1. 

в) а ~ 1 і а - від 'ємне ірраціональне число, наприклад 5 - л, 

( ~ ) - л 
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Тоді виразу аа надають того самого змісту, який мають сте­

пені з від'ємними раціональними показниками. Так, 5 - /2 = 1".; 
- ,[2 5,,2 

(1) _ 1 
"3 - (1 )/2 . Можна довести, що дії над степенями з ірра-

Ціональниk~ показниками виконуються за тими самими пра­
вилами, які встановлено для степенів з раціональними показ-

аи 

никами: аа . atl = аа+ 13; -~ = аа - 13; (аь)а= ааьа; (aa)t1 = aatl, де а, 
а 

Ь - додатні числа, а, ~ -ірраціональні числа. 

4. Степенева функція. Як ми вже переконалися, для будь­
якого дійсного числа р і додатного х визначено число хр. 

Якщо показник степеня р - стале число, а основа х -
змінна, то у = хР є функцією аргументу х, тобто ((х) = хР. 

Функцію У = хР, де р - стале дійсне число, а х - (основа) 
змінна, називають степеневою функцією. 

Область визначення і зміни степеневої функції у = хР, а також 
її властивості залежать від того, яким числом є показник р. 

1. Нехай р - натуральне число. 
Функція визначена на всій числовій прямій; якщо х = О, то 

у = о і якщо х = 1, то У = 1; при р непарному (р = 1, 3, 5, ... ) для 
всіх значень х < О і х > О знак функції збігається зі знаком аргу­
менту; функція непарна і зростає на всій області визначення. 

Графіком є пряма, якщо р = 1 і криві, якщо Р = 3, 5, 7, ... , 
симетричні відносно початку координат, розміщені в І і ІІІ 
координатних чвертях (мал. 80). 

Мал. 80 Мал. 81 
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Якщо р парне (2, 4, 6, ... ), у > о для всіх значень х < О і 
х> о, функція парна. Якщо х < о, функція спадає, якщо 

х> О - зростає. Графіки у = хР (р = 2, 4, 6, ... ) - криві, 
симетричні відносно осі у, розміщені в І і ІІ чвертях (мал. 81). 

2. Нехай р - ціле від'ємне число: -1, -2, -3, .... Тоді функ­
ція визначена на всій числовій прямій, крім точки х = О (немає 
числа, оберненого до нуля). Графік складається з двох віток. 

Якщо х = 1, то у = 1. 
Якщо Р - непарне (-1, -3, -5, ... ), то для всіх значень 

х < О і х > О знак функції збігається зі знаком аргументу. Функ­
ція непарна, спадна на всій області визначення. Графіком у = хР 

(р = -1, -3, -5, ... ) є криві, симетричні відносно початку коор­
динат, розміщені в І і ІІІ чвертях (мал. 82). 

Якщо Р - парне (-2, -4, -6, ... ), значенням х < О і х > О 
відповідають значення у > О. Функція парна. Якщо х < о, 

функція зростає, якщо х > О - спадає. Графіком у = хР (р = -2, 
-4, -6, ... ) є криві, симетричні відносно осі у, розміщені в І і ІІ 
чвертях (мал. 83). 

3. Нехай р = ~, де k = 2, 3, 4, 
Функція визначена для всіх значень х ~ о, при цьому у ~ о, 

у = 1, якщо х = 1. 
.1. 

Функція зростає на всій області визначення. Графіки у = х k 

(k = 2, 3, 4, ... ) розміщені в І чверті (мал. 84). 
Степенева функція у = хР, якщо Р > о визначена і коли 

х = о, бо ()Р = О. Вираз 00 не має смислу. 
Якщо р - цілі, то степенева функція визначена і для х < О. 

Якщо р - парне, то функція парна, а коли р непарне - непарна. 

Мал. 82 Мал. 83 

180 



Мал. 84 Мал. 85 

Якщо рІ = О, за означенням степеня з нульовим показни­
ком, то у = 1 при будь-якому х,," О. 

Графіком такої функції є пряма, паралельна осі х і віддале­
на від неї на відстань, що дорівнює 1. З цієї прямої необхід­

но виключити точку, яка відповідає абсцис~, що дорів­
нює О (мал. 85). 

На практиці часто доводиться розглядати функцію виду У = 
= СхР, де С - стала. Це функції у = kx, У = kx2 , У = kx3 • 

Наприклад: функція s = 4,9t2 виражає залежність між про­
йденим шляхом s і часом t під час вільного падіння. Функція 
S = nЯ2 виражає залежність між площею круга S і його радіу­
сом R. 

У фізиці потужність у колі постійного струму на ділянці з 
опором R визначається за формулою: Р = RI2, де І - сила 
струму. . 2 

Е · . фо W Lr 
неРГlЮ MaГНlTHOГO поля визначають за рмулою: м = -2-' 

де L - індуктивність котушки; і - сила змінного струму. 

Історична довідка 

Поняття степеня виникло в давнину у зв'язку з обчислен­
ням площі квадрата і об'єму куба (звідси пішли назви tKBaд­
рат., tкуб. для позначення другого і третього степенів). Збе­
реглися таблиці квадратів і кубів, складені у 1700 р. до н. е. у 
стародавньому Вавилоні. 

Для позначення вищих степенів пізніше вживалися 'вирази 

tбіквадрат. або tквадрато-квадрат. для четвертого степеня, 

tкубо-квадрат. для п'ятого і т. д. 
Сучасні назви запропонував голландський учений Сім О н 

Стев і в (1548-1620), який позначав степені у вигляді чисел, 
зображених у крузі. Він почав систематично використовувати 
дробові показники степеня для позначення коренів. У наш час 

для добування кореня вживають два позначення: знак ради-
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кала і дробові показники (позначення за допомогою радикалів 
є даниною традиції). 

Наближене Зl;lачення квадратних коренів із цілих чисел 
уміли обчислювати ще в стародавньому Вавилоні близько 4 тис. 
років тому. Вавилонські вчені користувалися таким методом: 
число а подавали у вигляді суми Ь2 + с, де с - мале порівняно 

з lJ2 число, і писали га = ь + ~ . 
2Ь 

Наприклад: ~402 + 200 = 40 + 200 = 42!. Такий спосіб на-
2·40 2 

ближеного добування квадратного кореня називають вави.IlОНСЬ-
"и.м .мєmодо.м. 

Іранський математик і астроном а л • К а ш і (помер близьк, 
1430 р.), який працював у Самарканді в обсерваторії відомоГ(; 
уз.бецького астронома і математика Улугбека (1394-1449), сфор­
мулював правила ат. аn = ат+ n і ат : аn = ат- n . Ал-Каші умів 

зводити до спільного показника добутки радикалів і словесно 

сформулював правила rf;;. ~ = т~aт . mw = т~aтbn . Він та­
кож описав загальний спосіб добування коренів з цілих чисел. 

Назва .радикал. походить від латинських слів radix -
корінь та radicalis - корінний. 

Починаючи з ХІІІ ст., європейські математики позначали 

корінь цим словом, або скорочено г. У 1525 р. у книжці чесь­
кого математика Христофа Рудольфа (1500-1545) 
.Швидка і красива лічба за допомогою вправних правил ал­

гебри. з'явилося позначення..J для знака квадратного кореня; 

Реве ДЕКАРТ 
(1596-1650) 

корінь кубічний позначався там як 

ТТТ. 

У 1626 р. голландський матемаТИI< 
Альбер Жірар (1595-1633) увів 

позначення ~, ( .... При цьому над 
підкореневим виразом ставили гори­
зонтальну риску. Замість сучасно-

го J а + Ь тоді писали ~ а + Ь . Сучасне 
позначення кореня вперше з'явило­
ся в книжці французького філософа, 

математика і фізика Ре R еДе кар· 
та (1596-1650) .Геометрія., виданій 
у 1637 р. 

Степені з від'ємними показника­
ми ввів шотландський математик 

Уїл ь ямс У о л лес (1768-1843). 
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Дробові показники степеня і найпростіші правила дш над 

степенями з дробовими показниками описані ще в ХІУ ст. у 

працях французького математика Нікола Орема (1323- 1382), 
який застосовував також ірраціональні показники степеня. 

у своїй праці «Алгоритм пропорцій. (рукопис ХІУ ст.) Орем 

вводить поряд з подвійним, потрійним, взагалі n-кратними 

відношення ми чвертні, полуторні та інші дробово-раціональні 

. . .. t t Іі В 
ВіДношення, ЯКІ ВіДПОВіДають сучасним а ,а ,а - .... ихо-

ДЯЧИ, наприклад, з того, що 8 = Гв4, 4 = V64, Орем зробив 
висновок, що 8 перебуває в полуторному відношенні до 4, тоб-

.:І. 

то, сучасною мовою, 8 = 4 2 , що записується так: rLIl 
~ 

(р-перша буква слова proporti(J). 
Дробові відношення Орем називав ірраціональними. Він 

словесно сформулював численні правила операцій з дробови-

Створення формального алгоритму дробових відношень і по 

суті узагальнення дії піднесення до степеня з додатними дро­

бовими показниками було важливим 

досягненням середньовічної алгебри. 
Хоча згаданий твір Орема був на­

друкований лише в ХІХ ст., він на­

був поширення і в середні віки. 

Подальшу розробку алгоритму 

Орема здійснив французький матема­

тик Нікола Шюке (1445-1500). 
Його рукописна праця «Наука про 
числа у трьох частинах. містить пра­

вила обчислень з раціональними чис­

лами, ірраціональними коренями, а 

також вчення про рівняння. 

Розглядаючи рівняння, Шюке ви­

ходив із ' загального випадку, зводя­

чи всі рівняння, які він розглядав, 

до чотирьох «канонів.: 

183 

П'єр ФЕРМА 

(1601-1665) 



ахm = ЬхЛl+ n ; ахm + ЬхЛl+ n = схm+ 2n ; 

ахЛl = ьхm+ n + схm+2n ; ахm + схm+2n = ьхm+ n • 

Праця Шюке залишилася в рукописі і не набула поширення. 
П'єр Ферма (1601-1665) у середині XVII ст. запропо­

нував загальний метод розв'язування ірраціональних рівнянь, 

зводячи їх до системи цілих алгебраїчних рівнянь. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Сформулювати означення степеня з натуральним показ­
ником. 

2. Як означається степінь з нульовим і цілим від'ємним 
показниками? 

. 3. Записати аналітичне (у вигляді формули) означення сте­
пеня з дробовим показником. 

~ ~ 

4. Що більше: 32 чи 9· ? 
5. Чи можна під час виконання дій над степенями з дробо­

вими показниками користуватися правилами дій над Сl'епеня­

ми з цілими показниками? 
!!1 

6. Яке обмеження накладають на основу а у виразі а n , де 
n - парне число, і чим зумовлене таке обмеження? 

7. Сформулювати властивості степеня з дробовим показником. 
8. Сформулювати означення степеня з від'ємним раціональ­

ним показником і записати його а1;lалітично. 

9. Чи можна степінь з дробовим показником замінити на 
радикал? . . . . 

10. Записати за допомогою степенів з дробовим показником 
і обчислити за допомогою мікрокалькулятора (з трьома знака: 

ми після коми): ~110 ; _1_; rn ; _8_. 
. vї5 v6 и120 

11. Записати основні властивості степеня з раціональним 
показником (множення, ділення, піднесення до степеня і до­
бування кореня). 

12. ЯJ< означається степінь з ірраціональним показником1. 
13. Дати означення степеневої функції з натуральним по! 

казником. 

14. Які обмеження накладають на аргумент х функції у = хІІ І 
якщо n $ О? 

15. Які види ст.епеневої функції вам відомі? Записати ї,.. 
аналітично. 

16. Які функції називаються непарними? Побудувати ескі: 
зи графіків кількох непарних степеневих функцій з натурал~J 
ним показником. 
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17. Як розміщений на координатній площині графік функції 
у = хn, якщо n - непарне; n - парне? ' 

18. Назвати загальні властивості степеневої функції. 
19. Які властивості має степенева функція у = x- 1? Відпо­

вісти за ескізом її графіка. 
20. Назвати ВJJастиіюсті степе,невої функції у = х- 2 за ескі­

зом її графіка. 
І І 

21. Накреслити ескізи графіків функцій у = х "2 і У = х з . 
Користуючись графіками, сформулювати властивості цих 
функцій. 

22. Систематизувати властивості степеневої функції за по­
казником n: а) n - на'J'уральне число (1, 2, 3, .оо); б) n - ціле 

від'ємне число (-1, -2, -3, оо.); в) n = ;, де k = 2, 3, 4, оо •• 

23. Чим різняться графіки функцій у = х2 і У = 3х3? 
24. Порівняти властивості функцій: а) у = х3 і У = х5 ; б) У = х4 

і У = хб ; в) У = х- 2 і У = х3 • 
25. Дано функції (х) = х5 і <р(х) = хб • Не виконуючи обчис­

лень, порівняти з нулем: а) (25) - (10); б) (-20) - (-15); 
в) (О) . (50); г) <р(11) - <р(7); д) <р( - 5) . <р( -9); е) <р(15) . <р(0). 

26. Чи знайдеться таке натуральне значення р, при якому 
графік функції у = хР проходить через точку: а) А(1; 4); 

б) В( J3 ; 81); в) С(-5; 6,25); г) D(-7; 343)? 
.!!!. 

27. При яких значеннях х існує функція У = х n , де т і 

n - цілі числа і n - парне число. 
з 

28. Побудувати графік функції у = х -"2 і описати її власти-

вості. 
І 

29. Побудувати графік функції у = х -з - 1. 

30. Чи належить функція у = ~ х3 до непарних? Обгрунту­
вати св?ю відповідь. 

ВПРАВИ 

Виконати дії: 

А 
145. 1) а2аба8 ; 2) хnх2nх4n; 3) b13 : b10; 4) сбn : с5n ; 

5) аn : аn- 2 ; 6) bn+1 : bn- 1• 

146. 1) (2x3y2z)4; 2) (-3а2Ь4сб)3; 3) ( - ~ у ; 4) ( ;ь )4 
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(64m2n4 )5 
150. 1) (a12a3 : а4а7)3; 2) (- аЬ2с3)4; 3) (p2 n- 1)nI; 4) ~---::---c::­

(16mn З )5 
5)(7-3·343 + 0,7230)3; 6) 3а7а- 5 + 2,510а- 7а5 • 

151. Спростити вираз: 1) (~ a -2 (ь З ) -З J4 ; 2) зхn- 1 • 5хn+ 1 ; 
6а5х-7 у -8 

3) ; 4) (5а- 1 + Ь- 2). (5а- 1 - ь- 2). 
4 - 1 а - 3ь - 4 

152. Піднести до квадрата ( 2а3х + х )2 
4а2х-1 

ш -
. (( а 2Ь)3 ( ас4 )2]. [( а2Ь 2 )4 ( с 2 ,)3] 

153. Виконати дії: 1) - cd3 . b2d3 . cd3 . - b3d ; 

2) ( ; : : Г . ( ::~ Г . ( : ~ ~ Jm 
154. За допомогою мікрокалькулятора обчислити значення 

виразу 25х2(у2 - z2), якщо"Х:::: 2,24; у :::: 27,3; Z:::: 12,8. 
2ь 2 +а . 

155. Записати дріб 2 за допомогою степеня з ВІД'ємним 
а ь 4 

показником. 

А 

156. Подати вираз у вигляді степеня з раціональним по-
. 1 1 ІІЗ 2 

казником: 1) х3хО.2хО.8; 2) а '2 а '3 а '4 ; 3) ь '2 : ь '4 ; 4) (а - 5' )10; 

5 l J. 2 

5) ( а '3) ~ ; 6) ( 162~ J'3 . 
2 _~ 5 2 1 

157. Спростити вираз: 1) (х'3 )о.5 .х 5; 2) p - l q '4 Р -7' q 14 ; 
_.1 

3) (ь - б ) 3 
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_1. ( з )t 158. Обчислити: 1) З 3 . З 8; 2) 276 . 
125 

~~-----------------
_.1..- .!l. 

159. Виконати дії: 1) а 15:а 20 ; 2) 

7 
2а 8 

2 
а1 , 25ь -3 

1 2 
1 - - 1 --

16? С~ростити вираз: 1) ( а 3) 2. ( а -'4) 3; 

2) (а '4 х -3 )а о,7 . хО ,8 • 

442 128 

161. Обчислити: 1) 9-3 · 273 ·з3; 2) 646 ·43 ' 2і ; 
І 

З) (217 ·125 - 1 )-3 ; 4) «V'a),[3) - 2,[3 . 

І _1. 
162. Подати у вигляді куба: у9; у- 33; у5; у; у"2; у- І , 5; у 4; 

-~ 
уо ,l ; У 6. 

1. 1-
2-22 х 2 -3 

16З. Скоротити дріб: 1) І; 2) х _ 9 ; З) _~a_ 
1 2 5 . 22 a-at 

(аЬ)3 + Ь 3 
4) .! .! 

а 3 -Ь 3 .!.! J. J. 
164. Подати вираз у вигляді суми: 1) а 2 х 2 (а 2 +х 2 ); 

1- 1- 1. 1. 
165. Спростити вираз: 1) (Ь 2 - С 2): (Ь 4 + С 4 ); . 

1- 1- 1- 1-
2) (а 2 -Ь 2 )(а+а 2 Ь 2 +Ь). 

166. Користуючись тотожністю а2 - Ь2 = (а - Ь)(а + Ь), роз-
2 1 

класти на множники вираз: 1) а2 - З; 2) Ь 3 - 25; З) (х"3)2 -4; 
1 

4) а - Ь 2 , де а ~ о . 

• • 
1 1 

167. Спростити вир.з: 1) [аі Г . [ а; )' 
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1. 1. 1. 1. 1. 1. 
2) (х 4 + У 4 ) . (х 4 _ У 4 ). (х 2 + У 2 ) • 

168. Довести, що при будь-якому а > О правильна рівність: 

1) ~ = 1; 2) ~ =1. 
VаЗГа ~a5Гa 

169. Подати у вигляді суми: 
1111 1111 

1) «х"4 + у 4" )(х 4" _ у 4" »2; 2) «х -"2 _ у 4" )(х - "2 + у 4" »2. 

170. Розкласти на множники: 
1 2 4 1 1 

1) а + а"2 ; 2) 125 - Ь, де Ь ~ О; 3) 18"3 - 6"3 ; 4) (2а) 2" - (5а) 2" , 

171. Знайти значення виразу: 

1. 1. 1 
а 2 - 9а 6 8 /1- 8у 4" 

1) 1 l' якщо а = 64; 2) - 1 - + 1 ' якщо у = 25. 
а "3 - За "6 /І 4" - 2 у "2 - 4 

172. Обчислити: 

0027 -3 - - 1.. + 2560.75 - з - 1+ 5 50 І ( )-2 
'6 ' . 

173. Спростити вираз, виконавши дії: 

І І 

2 

ха 

1 + 2а "4 - а "2 
6) - ------,3-- -:-1 + 

1 - а + 4а "4 - 4а "2 

х+l 

1 -зJmn' 
.г,;;з - .г,;з , 

І 

а "4 - 2 
І 

(а "4 _1)2 



ПОКАЗНИКОВА 
ФУНКЦІЯ 

Дея"і види ... фУ/і"цій, що /іаЙч.астіше ви"орис­
товуються, /іаса.м.nеред nо"аЗ/іи"ові, від"ривають 
доступ до багатьох дослідже/іЬ. 

ЛеО/іард Ейлер 

§ 19. ПОНЯПЯ показникової фУНКЦії 
Приклади залежностей, які приводять до поняття показ­

никової функції. 
Приклад 1. Під час радіоактивного розпаду маса т речови­

ни змінюється з часом t за законом т = moakl , де т - маса 
речовини через t років після початку розпаду; то - початко­

ва маса речовини, k і а - сталі величини для даної речовини. 
Приклад 2. Кількість у мешканців міста з мільйонним на­

селенням через х років обчислюється за формулою 

у = 1 ООО ооо· 1,02Х (за умови, що кожного року спостерігаєть­
ся приріст населення на 2 %). 

Приклад 3. Температура Т 100 г піску, нагрітого до 100 ос, 
змінюється при О ос залежно від часу t за формулою 
т = 100·0,81. 

Приклад 4. Під час витікання рідини з циліндричної посу­
дини через тонку трубку, розміщену в основі циліндра, висота 

h рівня рідини з часом t змінюється за формулою It = hoa t , де 
ho - початковий рівень рідини, а - стала, що залежить від 

діаметра трубки. 

у кожному з наведених пр~кладів формула задає функцію, 

для обчислення значення якої сталий множник доводиться 

множити на степінь сталої зі змінним показником, яка має 

цілком певне додатне значення. Найпростішим випадком та­
ких залежностей є функція вигляду У = аХ, яку називають 

показниковою. 

Означення і графік показникової функції. Ви вже знаєте, 

що коли а - додатне, то для будь-якого числа х степінь аХ має 

цілком певне додатне значення. Тому аХ є функцією змінної Х, 

яка визначена на всій числовій осі, тобто на множині Н. 
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Фу~кція у = ах, де а > О і а '" 1, називається показни~ 
ковою (з основою а). 

Так, функції у = 3%, У = 0,72.1', У = = ( 133)Х - показникові1 
З'ясуємо суть обмежень а> О і а", 1. --

1) Вимога а > О. Якщо а = О і х:5 О, то вираз аХ не ~є ~Ис.. 
1 

лу. Наприклад, вира:щ 0-1, о -в , о<tпозбавлені смислу. 

Якщо а < О і Х ---; нескоро~ний дріб, знаменник якого пар-
з . 

ний, то вираз а% не має смислу. Наприклад, степінь (-2) 4" = 

= V( _2)3 = v- 8 не може бути виражений дійсним числом. 
2) Вимога а '" 1. Якщо а = 1, то кожне значення 1 Х дорів­

нює 1, тобто функція зводиться до сталої. 
Цей випадок нічого нового не додає до означення показни­

кової функції, а тому його виключають. 

Почнемо вивчення показникових функцій з функції у = 2Х • 
Складемо таблицю деяких значень аргументу і відповідних їм 

значень цієї функції (табл . 4). 
Побудуємо на координатній площині точки за координата­

ми, взятими з цієї таблиці, і з'єднаємо ці точки плавною лінією 

(мал. 8б). Дістанемо графік функції. 
Розглянемо тепер функцію 3Х • Складемо аналогічну табли- ' 

цю (табл. 5). 
Побудуємо в тій самій системі координат точки за коорди­

натами, взятими з таблиці 5, і з'єднаємо їх плавними лініями 

(мал. 87). З малюнка видно, що обидві функції зростають, але 
функція у = 3% зростає швидше (її графік зростає .крутіше.). 

Розглянемо функцію у = ( t)% . Складемо таблицю (табл. б) 
і побудуємо графік (мал. 88). 

Мал. 86 

Що є спільного у графіків функцій 

у = 2Х і у = ( -;1 ,Х ? 

1) Област\о2 ~изначення обох функцій 
є множина дійсних чисел. 

2) Обидві функції додатні при будь­
якому значенні аргументу (графіки роз­

міщені у верхній півплощині). 

3) Якщо Х = О, обидві функції набува­
ють значення, що ДО/рівнює 1. 

Ці три властивості спільні для будь­
яких показникових функцій у = аХ 

(а > О, а'" 1). 
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Мал. 87 Мал. 88 

Побудуємо тепер графіки функцій у = 2Х і У = ( ~ )X В ОДНlи 
і тій самій системі коор~инат (мал. 89) і порівняємо їх власти­
вості. 3 малюнка видно, що ці графіки рqзміщені "симетрично 
відносно осі ординат. Функція у = 2Х - зростаюча, а функція 

у = ( ~ )X _ спа~на. . ' . . . u • 

Проведемо черsз точку перетину графlЮВ функцlИ у = 2Х 1 

У = ( t)x, пряму, паралельну o~i аб.сцис (мал. 9~) і ПОРівщrєм~ 
частини кривих, що лежать шд Ц1єю прямою 1 над нею. Яю 

частини кривих відповідають значенням функцій, меншим за 1 ? 

" Таблиця 4 

х - 4 - 3 - 2 - 1 О 1 2 3 4 

У = 2Х .l. 1 1.. 1 1 2 4 8 16 
16 8 4 2 

Та 'блиця 5 

1_ у:=Х з.I --f7 І 
- 2 

1-

-1 

І: І 
1 

І 
2 

І 
3 

І 1 1 3 9 27 9 3 

Таблиця 6 

х - 4 - 3 - 2 - 1 О 1 2 3 4 

У = ( ~ )X 16 8 4 2 1 1 1 1 1 
2 4 8 16 
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Мал . 89 Мал . 90 

більшим за І? Якщо х < О (ліва півплощина), функція у = 2~ 
набуває значень, менших за 1, а якщо х > О (права півплощи-
на) - значень, більших за 1. ' 

Функція у = ( ~ )~, якщо х < О, набуває значень, більших з, 
1, а якщо х> О - менших за 1. 

Для більшої наочності подамо властивості функції у = a~ 
якщо а > 1 і О < а <1, у вигляді таблиці (табл. 7). 

Таблиця 1 
І 

с :, , ,-il;a,. у = a~ .~ ~ , 

а > 1 О < а < 1 

1. Зростає 1. Спадає 
2. Якщо х < О, набуває 2. Якщо х < О, набуває 

значень, менших за 1 значеНQ, більших за 1 
3. Якщо х > О, набуває 3. Якщо х > О, набуває 

,значень, більших за 1 значень, менших за 1 -

Для подальшого вивчення властивостей показникової' 
функції важливо знати такі властивості степеня (їх подаємо 

без доведення): 
а) При піднесенні непраuильного дробу до степеня з дoдaT~ 

ним показником дістаємо результат, більший за 1, а при підне­
сенні неправильного дробу до степеня з від'ємним показни­
ком - результат , менший за 1, наприклад: 

3 1 

(.§..) = 125 = 4П. (1.)3 = t'1 50 == 115· 
3 27 27 '2 ' " 

(
9)-2 1 1 49 
"7 = (t )2 = ~~ = 81 ; 
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І 

(Ш )-З = _ 1_ '" _1_ '" _1_ '" О 885 
7 ( 1

7
0)t ~1,43 1,13 ' . 

б) При піднесенні правильного дробу до степеня з додатним 

показником дістаємо результат, менший за 1, а при піднесенні 
правильного дробу до степеня з від'ємним показником - ре­

зультат, більший ·за 1, наприклад: 
3 1. 

(1.] = _ 8 . (..l.J2 = JO 70 == О 84' 5 125' 10 , - " 

2 

u г = ( ; J' = }, = 2; = 2; ; 

U Г = (;Jt = ~ = d:зo = O,~l = 1,4 

Властивості функції у = аХ, якщо а > 1 і О < а < 1, істотно 
різняться між собою. Тому ми спочатку розглянемо загальні 

власт.ивості показникової функції, а потім окремо - її власти­

вості, якщо а > 1 і якщо О < а < 1. 

Загальні властивості показникової функції. 

1. Областю визначення показникової функції у = аХ є мно­

жина всіх дійсних чисел. Справді, якщо а > о, а -:1-1, вираз аХ 
визначений для будь-якого х, - оо < Х < +00 . 

2. Показникова функція у = аХ додатна при будь-якому зна­
_ченні аргументу, тобто аХ > О. 

Неважко переконатися втому, що показникова функція не 

може ні дорівнювати нулю, ні бути від'ємною, тобто областю 

її 31.Іачень є множина всіх додатних чисел (О; +00). Справді, аХ 
може дорівнювати нулю лише тоді, коли а = о, але ми домови­

лис&-, що а -:І- О. Функція аХ може бути від'ємною лише коли 
а < О (і то не для всіх значень х), але ми умовилися розглядати 
показникову функцію лише коли а > О. А при піднесенні до­
датного· числа а до степеня х з будь-яким дійсним показником 

завжди матимемо додатне число. 

Щоб переконатися в цьому, розглянемо всі можливі випадки: 

а) Нехай х = n, де n - натуральне число. Тоді аХ = аn = 
= аа ... а > О як добуток додатних чисел. 

m m . б) Якщо х є дробове додатне число, тобто х = - , де - -
nI nГ;;;- n n 

нескоротний дріб, то аХ = а -;- = ~ а nІ • Але аПl > О (умова існу-
вання кореня n-го степеня). 
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в) НЕ!хай Х - додатне ірраціональне число. Позначимо аІ і 

а2 -наближені раціональні (додатні) значення з недостачею і 

з надлишком. Тоді значення аХ міститься між двома додатни-
а\ • а2 ' 

ми числами а 1 а 1 є додатним числом . 

г) Нарешті, якщо Х - деяке від' ємне число, наприклад 

Х = -р, то аХ = а-Р = _1_. Але раніше було показано, що для 
аР 

будь-яких -додатнихр аР > О і, отже, l > О. Звідси випливає, 
аР 

що сформульована властивість справедлива для будь-якого х. 

Отже, графік показникової функції завжди лежить над віссю 
абсцис (ординати всіх точок графіка додатні) і не перетинає її 

(у * О). 
3. Якщо Х = О, показникова функція аХ = 1. 
Це випливає з того, що будь-яке число, крім нуля, в нульо- -

вому степені дорівнює одиниці, а ми умови,лися розглядати: 

показникову функцію, якщо а * О. 
З цієї властивості робимо висновок, що графік функції у = аХ 

завжди проходить через точку з координатами х = О; У = 1, тобто 
перетинає вісь ординат на відстані 1 від початку координат . 

Розглянемо властивості покаЗНИКОВQЇ функції у = ах, якщо 
а > 1 і О < а < 1. 

Крім розглянутих трьох загальних властивостей показни­
-кової функції доведемо її властивості для випадків, коли осно­
ва більша і відповідно менша від одиниці . 

Нехай а > 1. 
Якщо а > 1, функція аХ при- зростанні Х монотонно зростає. 

Самостійно доведіть, що коли а > 1, то для будь-якого Х2 > ХІ 
справджується нерівність аХ2 > аХІ, тобто аХ2 - аХІ > О. 

Якщо а > 1, то при необмеженому зростанні показника х 
_ функція у = аХ необмежено зростає, а при необмеженому спа­
данні показника Х функція набуває значень як завгодно близь­
ких до нуля. 

Якщо а > 1, то показникова функція у = аХ більша від 1 для 
всіх додатних значеньх' і менша від 1 для всіх від'ємних зна­
чень Х, тобто аХ > 1 для Х > О і аХ < 1 для Х < О. 

Розглянемо можливі випадки для значень х. 
а) Нехай Х = n - HaTypa}lbHe число. Тоді аn > 1, бо добуток 

чисел, більших від 1, є число, також більше від 1. 

б) Якщо Х = rn, де m і n - взаємно прості на-гуральні чис-n -
ла, то аХ = а -;- = ~ ат> 1, бо корінь будь-якого степеня з 
числа, більшого за 1 (ат> 1), є число, також більше за 1. 

в) Якщо Х - додатне ірраціональне число і а1 -наближене 
раціональне значення Х з недостачею, то ааl > 1; тому і аХ > 1. 
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г) Якщо х - будь-яке від'ємне чис­
ло, наприклад х = -р, то аХ = а-Р = 
= _1_, але за попереднім аР> 1. Отже, 

аР 

..L < 1, тобто аХ < 1. 
аР 
Таким чином, ми довели, що- коли 

а > 1, функція аХ < 1, якщо х < О і 
аХ > 1; якщо х > О (мал. 9~). Ця влас­
тивість дає змогу встановити, в яких 
частинах координатної площини буде 
розміщений графік функції у = аХ, 
якщо а > 1 (на мал. 92 ці частини 
заштриховано ). 

Нехай О < а < 1. 
Мал. 91 

1. Якщо О < а < 1, функція аХ при зростанні х монотонно 
спадає (мал. 93). 

2. Якщо О < а < 1, функція у = аХ при необмеженому зрос­
танні показника х набуває· значень як завгодно близьких до 
нуля, а при необмеженому спаданні показника х функція нео-
бмежено зростає. . ' 

3. Якщо О < а < 1, то показникова функція аХ більша за 1 
для всіх від'ємних значень х і менша за 1 для всіх додатних 
значень х, тобто аХ > 1 для х < О і аХ < 1 для х > О. Справед­
ливість цих тверджень випливає з того, що значення показни­

кової функції з основою, меншою від 1, обернені до відповід­
них значень ·показникової функції з основою, більшою від 1: 

Мал. 92 Мал. 93 
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1 
Якщо О < а < 1, то - > 1. 

а 

Зауваження. Для застосування показникової функції дуже 
важливими є такі її властивості (подамо їх без доведення). 

Якщо а > О , а "* 1 і аХІ = аХ2 , то ХІ = Х2 , тобто якщо 
степені однієї й тієї самої додатної, відмінної від оди­
ниці, основи рівні, то рівні й показники степенів . 

Якщо а > О і а"* 1, то яке б не було додатне число N , 
існує, і до того ж єдине, таке значення Х , що 'аХ = N . 

Іншими словами, за цих умов має' розв'язок і до' ' того- ~ 
тільки один рівняння аХ = N. " 

Властивості графіка показникової функції. Графік показ-
нїшової функції називається експонентою. ' .. 
Ми розглянули властивості графіка показникової функції 

у = аХ, якщо а > 1 на прикладі функції у = 2Х • 
Складемо таблицю значень показникової функції для дея­

ких значень і (х = -4; -3; -2; -1; О; 1; 2; 3; 4) і побудуємо 
відповідний графік (див. мал. 8б). 

Він має такі властивості. 

1) Графік розміщений у верхній півплощині, тобто там, де 
ординати додатні. 

2) Будь-яка пряма, паралельна осі Оу, перетинає графік і 
до того ж тільки в одній точці. 

3) Крива проходить через точку (О; 1), тобто коли х = О, 
функція чисельно дорівнює 1. 

4) 3 двох точок графіка вище розміщена та, яка лежить 
правіше, тобто в міру просування зліва направо графік підні­

мається вгору. 

5) На графіку є точки, які лежать вище будь-якої прямої, 
. паралельної осі Ох. На графіку є точки, що лежать нижче 
будь-якої прямої, проведеної у верхній півплощині паралель­

но осі Ох. 
Лівою своєю частиною графік, якщо рухатися за ним спра­

ва наліво, все ближче підходить до осі Ох, але не дотикається 
до неї. 

б) Будь-яка пряма, що паралельна осі Ох і лежить у верхній 
півплощині, перетинає графік і причому в одній точці. 

'- - Самостійно проведіть аналогічні міркування для функції 

у = ( ~ )Х. Які з розглянутих вище властивостей функції 
у = аХ, коли а> 1 і О < а < 1, можна проілюструвати за допо­
могою цих графіків? 
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Приклади застосування в.цастивостеЙ ПОК8зникової функції 

1. Що можна сказати про числа m і n, якщо 5m < 5n? 
Міркуємо так: оскільки основа степеня більшаза І, то по-

І<азникова функція у = 5Х із зростанням аргументу зростає: 

Отже, дана нерівність справджується при m < n. 
2. Що можна сказ~ти про числар і q, якщо (0,3)1' < (о,з)q? 
Тут основа степеня менша за І, а тому із зростанням аргу­

менту показникова функція О,3Х спадає. Нерівність (0,3)1' < 
< (О,з)q справджується, колир > q. 

3. Що можна сказа.ти про додатну основу а, якщо а7 > а1О? 
3 даної HepiBHoG'l'i випливає, що значення степеневої функції 

аХ із зростанням аргументу спадають. Це можливо, якщо а < 1. 

4. Який ВИСRОВО~ можна зробити про додатну основу а, якщо 
а- 7 > 'а-:3? 

Тут функція у = аХ із зростанням аргументу спадає, отже, 
а < 1. -

5. Який висновок можна зробити про додатну основу а, якщо 
а- 3 < а- 1 • 5? ' 

Оскільки зі збільшенням показника степінь збільшується, 
то основа степеня а > 1. 

6. Що можна сказати про число m, якщо 5m < 4? 
Тут основа а > 1. Отже, функція у = 5Х є монотонно зроста­

ючою, причому 5m < 4 < 5, m < 1. 
7. На основі властивостей показникової функції замінити 

знак v в кожному з наступних випадків на знак > , < , = . 

а) 2,17-0.875 v 1. Функція у = 2,17-Р .875 пр~ від'ємних зна­
уенню(аргументу (х = -0,875) набуває значень, менших за 1. 
Отже,.. 2,17-0.875 < 1. 

( 
16 ")0.і23 . ( 16 )0.123 

б) 15 v 1. ФУНКЦ1я У 7 15 зростає і якщо х > О, 

то ( ~:)X > І, тому ( ~: )0.123 > 1. 

" в) 0,017-0,23 v 1. Функція у = 0,017Х дЛЯ х < О набуває зна­
чень, більших за 1. Отже, 0,017-0,23> 1. ' 

г) 0,910,.43 v 3,65,34; 0,910,43 < 1, а 3,65,34 > 1, тому 0,910,43 < 3,65,34. 

8. Вказати, які з показникових функцій 

у = 3Х ; у = (V!O)X; у = ( ~ )Х ; у = (;)Х ; у = О,О18Х 
зростають. Тут слід взяти до уваги, що функція у = аХ зростає, 
якщоа> 1. 
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9. Які з функцій у = (Гз)%;у= (~)%;y= (139)%;у=0.24Х 
спадають? 

Беручи до уваги властивості функції у = а% для а < 1, дохо-

димо висновку, що це функції у = (139 J' і У = 0,24%. . 

10. Дано кілька зростаючих функціи: у = 2%; У = 1,4%; У .= 
1 _ 

= 4,ІХ; у = 7"2%; У = 5%; У = 1,1ІХ. Записати їх у порядку змен-
шення швидкості зростання для Х > О. -

. 1 

Маємо: у = 5%; У = 4,ІХ; у = 7"2%; У = 2%; У = 1,4%; У = 1,1Р. 

Використання показникової функції під час вивчеввя явищ 

иавкоJlllШJlЬOro середовища. Багато процесів у природі і техніці 
математично виражаються за допомогою показникової функції. 

Задач.а про радіоактивн.иЙ розпад. Нехай Т - інтервал часу, 
протягом якого кількість даної радіоактивної речовини змен­

шиться вдвоє внаслідок розпаду. Т називається періодом на­
піврозпаду речовини (для різних речовин Т має різні зна­
чення). Наприклад, Т = 4,56 млрд років для урану-238;' Т = 
= 1590 років для радію-226; Т = 3,81 дня для радону-222. 

Позначимо відношення будь-якого інтервалу часу t до пе-

ріоду напіврозпаду даної речовини через Х: Х = ~ (t і Т В,имі. 
рюють в одних і тих самих одиницях). Тоді Х є мірою кількості 

періодів, які минули за умови, що за одиницю часу береться 

період напіврозпаду. Відношення маси т даної речовини після 
проходження цього часу до початкової маси М позначимо че-

рез у: у = ~. 
Можна стверджувати, що у є частиною речовини, яка зали­

шається внаслідок розпаду після Х періодів напіврозпаду. 
Встановлено, що у є показниковою функцією від 'Х ~aKOГO 

вигляду: у = (~)% . Коли В цій фо'рмулі Х змінюєтьс.я в' ариф­
метичній прогресії (Х = 2, 3, 4, 5, ... ), то у зменшується , в гео-

метричній прогресії (У = ~, ~. 116' з12' ... ) . . 

Більш загальною формулою, яка характеризує радіоактив­
ний розпад, є т = тоаІ;де т - маса речовини, що розпалася; 
то - маса речовини в початковий момент; t - час; а - стала 
для даної речовини. . 

Задач.а про ЗМіНу атмосферн.оzо тиску. Атмосферний тиск 
змінюється залежно від висоти h над рівнем моря за законом 
р = poah , де ро - атмосферний тиск на рівні !tIоря; а - деяка 
стала. 
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Задача про розмноження ба"теріЙ. Роз~ноження бактерій 
у певному середовищі відбувається так, що їх кількість N 
змінюється в часі з.а законом N =:= Noa kt , де No - початкова 
кількість бактерій при t = О; а і k - деякі сталі. 

Задача njю вакуумування. Під час вакуумування кінцевий 
тиск пов'язаний з початковим ТИСl<ОМ співвідношенням 

•• 
Р2 .= ( R~Q т- РІ, 

де Р2 - кінцевий тиск , мм рт. СТ.; РІ - початковий тиск, 
мм рт. СТ.; R - об'єм, що підлягає відкачуванню, см3 ; Q - об'єм 
газу, що відкачується насосом за один оберт, см3 ; n - кількість 
обертів насоса, об/хв; t - час вакуумування, хв. 

Задача про приріст деревини. Дерево росте так, що кількість 
деревини збільшується з часом за -законом М = М oakt , де М -
кількість деревини у даний момент, м3 ; Мо - початкова 
кількість деревини; t - час (у роках), який відраховують з 
моменту, коли об'єм деревини був Мо; k - деяка стала. 

Обчислимо, наприклад, за скільки років об'єм деревини 
збільшиться в а разів. 

р 'о з в' я з анн я. Якщо В деякий момент часу t : = а, то 
. о 

, поділивши обидві частини рівності М = Moakt на Мо' дістане-

мо ':0 =. akt
, тобто ak t = а = а 1 • Тоді kt = 1 і t = ~ 

Отже, об'єм деревини збільшиться в а разів за t років. 
У ПР'актичному застосуванні показникова функція найчас­

тіше має вигляд у = Cakx . Покажемо, що функції виду 
У = akx + ь можна 'надати виду у = Cahx. 

Справді akx + ь = akx . аЬ • Позначаючи аЬ = С, дістанемо: ahxab = 
= Cahx. 

. ПРJlКЛади. 

_ 1. Функцію У = з5х + 3 можна подати у вигляді У = З5х • з3, 
або у = 27 : з5х • 

. 4 х + 1. . . 
2. ФУНКЦlю У = 25 2 можна подати у ВИГЛЯДІ У = 254х • 
1 

25 2 ,абоу = 5· 254х • 
Розглянемо деякі вправи з використанням функції у = Cahx. 
1) у якій точці перетинає вісь ординат графік функції у = Cakx? 
В і д п о в і Д ь. (О; С). -

2) Яке значення коефіцієнта С функції У = Cakx , якщо її 
графік перетинає вісь ординат у точці (О; -3)? 

В і д п о в і Д ь. С = -3. 
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Мал. 94 Мал. 95 

3) Яких значень (від'ємних чи додатних) набуває функція: 
а) У = -5akx ; б) У = 0,7akx? 

В і д п о в і д ь: а) від'ємних; б) додатних. 

4) При яких значеннях С графік функції У = Cakx розміс-
титься над віссю абсцис? . 

В і д п о в і д ь. Якщо С > О. 
5) При яких значеннях С графік функції У = Cakx розміс­

титься під віссю абсцис? 
В і д п о в і д ь. Якщо С < О. . 
6) Чи пройдуть через одну точку графіки функцій УІ = Cak 1X , . 

У2 = Cak 2X , УЗ = СаkзХ ? . . 
в і д п о в і д ь. Так, усі вони пройдуть через точку (О; С) : 
Розглянемо ще деякі властивості функціУ У = Cakx• 

Нехай У = Cakx , де С > О. Якщо ak > 1, то графік має вигляд, 
зображений на малюнку 94. Це можливо у двох випадках: 

1) а > 1, k > О; 2) О < а < 1, k < О. . 
Розглянемо функцію У = Cakx (С > О), графік якої зображе­

но на малюнку 95. Це можливо, коли ak < 1, тобто у двох 

Мал. 96 

випадках: або О < а < 1, k > О, або а > 1, 
k < О. 

Якщо С < О, графік функції У = Cakx 

має вигляд, зображений на малюнку 96. 
Основні показникові тотожності. Для 

будь-яких дійсних значень х і У правильні 
рівності: 

а Х 
аХаУ = аХ + У . - =-аХ - У; (аЬ)Х = аХЬХ ; 

, а У 

( а )Х _ аХ • (аХ)У = аХУ • 
Ь --;;Х' 

Ці формули називають основними вла­

стивостями степенів. Вони означають, що 
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для функції аХ, яка визначена на всій числовій прямій, зали­

шаються правильними властивості функції аХ, яка спочатку 

була визначена лише для раціональних х. 
Нагадаємо, що раціональні числа разом з ірраціональними 

утворюють множину дійсних чисел (числову пряму). 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Дати означення показникової функції у = аХ . Чому в її 

означенні сказано, що а > О і а '" l? 
2. Назвати область визначення показникової функції аХ . 

3. Які з функцій У = хІ . З ; У = 2, 75Х ; у = '(і; у = Х-З; у = ( ~ )X 
Є показниковими? 

4. Які властивості має функція у = аХ , якщо а > l? Для 
'відповіді побудувати ескіз графіка цієї функції. 

5; Які властивості має функція у = аХ, якщо О < а < l? 
.Пояснити, користуючись ескізом відповідного графіка. 

· 6. Яка особливість розміщення графіків функцій у = 10X і 
у == О,Р? 

7. За яких умов 3Х І > 3Х2 і О, 7Х І > 0,7Х2? 
В. ·Відомо, що ао. > a~ . Що більше: а чи ~ , якщо О < а < l? 
9. Відомо, що ао. < a~ . Що більше: а чи ~ , якщо а > l? 
10. Чи правильною є нерівність аХІ> аХ2 дЛЯ ХІ > Х2? 

·11. Які з показникових функцій у == ( 171 )Х ; у = 3Х ; у = ( ~ J 
у = 0,027Х зростають? 

12. Які з функцій у = 0,26Х ; у = (Га)Х ; у = ( ~ J ; у = ( 1~ )Х 
спадають? 

13. Порівняти показники k і т, якщо правильна нерівність 

а)лk >лn~; б) ( ~ у « ~ )m ; 
в) (Гз" - Д) k > (/3 - Д)m ; г) (17 _ l) k < (17 _ l) m . 

14. Чи можна, знаючи графік функції у == аХ , побудувати 

графік функції у = ( ~ )X ? Як це зробити? 
15. Порівняти число а з одиницею в кожній з таких не-

рівностей: 

а) а І • 2 7 > аО • 4 І9 ; 

г) а-4 • 2 > а- 2 • 5 ; 
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16. Що можна сказати про знак числа k, якщо: 
а) 5k = 10; б) 7k = 1,003; в) 0,3k = 100; г) 0,4k = 18? 
17. Побудувати на одному малюнку графіки функцій у = 

= 2%, У = 2% - 1, У = 2% + 1. Чому графіки цих функцій не перети­
наються? Які вони мають спільні властивості? 

18. Якщо графіки функцій у = а% і у = Ь% симетричні віднос ­
но осі ординат , то яке співвідношення існує між а і Ь? 

19. Чи мають спільну точку графіки функцій у = 2% і У = 

= (~)% ? . 

27 ( )% 
20. Як розміщені графіки функцій у = а% і у = l - (а > О, 

а * 1) один відносно іншого? а 
21. В якій точці перетинається графік функції у = 7,3-0.3% З 

віссю ординат? 
22. На прикладах функцій у = х2 і У = 2% пояснити, чим 

відрізняється показникова функція від степеневої? 
23. Які процеси в галузі техніки та у природі виражаються 

за допомогою показникової функції? 
24. Довести: якщо показникова функція у = аХ така, що х 

змінюється в арифметичній прогресії, то відповідні значення у 
утворюють геометричну прогресію. Знайти її знаменник. -

25. У якій точці перетинають вісь ординат графіки функцій: 

а) у = 12%; б) У = 0,07%; в) У = ( ~ )% ? 

26. У якій точці графік функції у = 3· 2 7х перетинається з 
віссю абсцис? . 

27. Побудувати ескізи графіків функцій: а) у = - 5· З- О.2%~ ­
якщо О < а < 1; б) у = - 3а4% , якщо а > 1. 

28. Чи правильне твердження: «Якщо одне зі значенр 
функції у = Cak

% додатне, то функція набуває лише додатних 
значень, а якщо від'ємне, - то лише від'ємних»? 

§ 20. Розв'язування показникових 
рівнянь і нерівностей 

Показникові рівняння. 

Показниковими називають рівняння, в яких невідо­

ме входить лише до показників степенів при сталих 

основах. 

Найпростішим показниковим рівнянням є 

а% = Ь, а > О, Ь > О, а *"1. 
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Якщо замість х упоказнику степеня стоїть деяка функція 
{(х), то 

аІ(%) = Ь, а > О, Ь> О, а :1-1. (2) 
Загального методу розв'язування показникових рівнянь 

немає. Можна виділити кілька видів показникових рівнянь і 
навести способи їх розв'язування. 

Деякі показникові рівняння можна звести до виду (1) або (2) 
за допомогою основних показникових тотожностей. 

Найпоширенішим є спосіб зведення обох частин показни­
кового рівнянн~ до спільної основи. Розглянемо приклади роз­
в' язування рівнянь. 

Прикладн. 
1. 5% = 53. Тут Х = 3, бо з рівності степенів при рівних осно­

B~X випливає рівність їх показників. 

2.4% = /6' Подамо праву частину рівняння як степінь 4; 
4% = 4-2. Звідси х = -2. 

3.17% = 1, 17% = 170. Звідси х = О. 
~~ 1. 11. 2 4. 5% = 5~ 25 ; 5% = 5· 53 і 5% = 5 3 • Звідси х = 1 з . 

9 9 l- l 1. 2 .1. .:!. 
5. 3% = v9 ; 3% = 9+ ; 3% = 9 3; ЗХ = 9 3 ; 3% = 3 З; зХ = 3 3 ; 

4 
х = З' % 

6. (0,1)% = 1000; ( 110) = 103; (10-1)% = 103; -х = 3; х = -3. 

Спосіб зведення до спільної основи застосовується і під час 
розв'язування рівнянь виду af(%) = Ь. 

7. з%2- х - 2 = 81. Подамо праву частину рівняння як степінь 3: 
з%2 - % - 2 = 34. Порівняємо показники степенів у лівій і правій 
частинах: х2 - х - 2 = 4, х2 - Х - 6 = О. Звідси ХІ = -2, Х2 ~ 3. 
Пер е· в і рка. ХІ = -2, то ліва частина 34 + 2 - 2 = 34, а права 

частина 81 = 34. Якщо Х2 = 3, то 39 - 3 - 2 = з4. 
Отже, ХІ = -2; Х2 = 3. 
8. з%2 - 5% + б = 1. 
з%2 - 5х + б = 30; х2 - 5х + 6 = О; ХІ = 2; Х2 = 3. 

9.( ~ J%2+%-0.S = .fJ ; (t J%2+%-0.5 = і:( ~ J%2+x-O.S = ( ~ )t. 
Звідси 2х2 + Х - 0,5 = ~; 2х2 + Х - 1 = О; Х1 ,2 = 

= -l±З '.... = -1' .... "" 1 
" ''"'1 ''"'2"2 ' 
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Обидва значення х є коренями даного рівняння. 

Для розв'язування окремих видів рівнянь застосовують спе­
ціальні способи. Таким є, наприклад, спосіб, який називають 
зведенням до спільного показника. 

10. (~ J . ( ~T = ~~ . Зведемо добуток у лівій частині 
рівняння до спільного показника х. 

Маємо: (1.. J!.)% = ~. (~)% = (~)3 . Звідси х = 3. 
3 8 64' 4 4 . 

11.62% + 4 = З3%. 2% + 8. Перепишемо це рівняння у вигляді 

з2% + 4 2% + 8 
з2% + 4 . 22% + 4 = З3%. 2% + 8. =--- = . з2% + 4 - 3% = 2% + 8 - 2% - 4. 

'з3% 22% + 4 ' , 

34 - %=24 - %; (~)4-% =1;(~)4 - % =(~)O; 4-х '=0; х=4 . 
В окремих випадках дане показникове рівняння перетво­

рюють відомими способами: заміни, зведення до квадратного 

рівняння, а потім використовують відомий спосіб. 

~+~-3.!.. 12. 3 " - 1 х+ 1 З = х+1 х-1 1 1· -- +-- -3 - =0 
'х-1 х+1 3 

. х+1 . х-1 
Зробимо замІНУ х-І = У, ТОДl Х + 1 

1 1 
Маємо: У + -

у у 

- 1~ = О; 3у2 + 3 - 10у = О; 3у2 - 10у + 3 = О; УІ = ~ ; У2 = 3; 
х+l 1 х+1 
х - І '3; ХІ = - 2; х -1 = 3; Х2 = 2. 

13. (JЗ+2J2)Х + (JЗ-2J2)Х = 6. . 

Маємо суму двох показникових функцій. Знайдемо їх добу­

ток. Маємо: 

(Jз + 2./2 Т· (J3-2./2 Т =( J3 2 
_(J8)2 Т = 1. 

Зробимо заміну ( Jз + 2./2)% = t; тоді ( Jз _ 2./2)% - 1. 

Маємо: t + + = 6, звідси t 2 - 6t + 1 = О, t = 3 ± 2/2. Отже, 

( ~3 + 2./2)% = 3 + 2/2 ,звідсих = 2; ( Jз + 2./2)% = 3 - 2/2, 
ЗВlДси Х =. - 2. 
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Розв'язуваввя нерівностей, які містять показиикову функ­
цію. Найпростішими є показникові нерівності виду аГ(%) > aqJ(%). 
Під час їх розв' язування використовують властивість моно­
тонності показникової функції. 

Функція У = а%, якщо а > 1 - зростає, а якщо О < а < 1 -
спадає. 

Для а > 1 більшому значенню функції відповідає більший 
показник. Отже, для а > 1 розв'язування даної нерівності зво· 
диться до розв' язування нерівності {( х) > <Р( х). Якщо О < а < 1, 
показникова функція спадає, тобто більшому значенню функції 
відповідає менший показник, і для О < а < 1 розв'язування 
нерівності аГ(%) > aqJ(%) зводиться до розв' язування нерівності 
{(х) < q> (х). 

Розглянемо приклади розв'язування нерівностей. 

Приклади. 

1. з2 - % > 27. Перепишемо дану нерівність у вигляді з2 - % > зЗ. 
Оскільки тут а = З і З > 1, то 2 - х > З. Звідси - х > 1; х < -1. 

2.0,55 - 2% < 8. Враховуючи, що 8 = 0,5- З , перепишемо дану 
нерівність у вигляді 0,55 - 2% < 0,5- З . Показникова функція 
спадає, боО,5 < 1. Тому дана нерівність рівносильна нерівності 
5 - 2х> -з. Звідсих < 4. 

3.25% + 6 > 2х2 • Оскільки тут а = 2 (2 > 1), то 5х + 6 > х2 • 
Залишається розв'язати квадратну нерівність х2 - 5х - 6 < О. 
Маємо (х + 1) (х - 6) < О. Звідси -1 < х < 6. 

4. ~ < 20% . __ 1_. Зведемо дану нерівність до спільної 
10З% 16%-1 

основи: 

--::-'''---;:-- < 5 . 4 . . -- < . - < -54% % % 1 5% 5%·22% (I)З% (1)2%-4 
2 З% .5З % 24(%-1) , 2 З% 24(%-1), 2 2 

Оскільки а < 1 ( ~ <1), то Зх > 2х - 4, х > - 4. 

5. 5%2 + 2% > 5З . а > 1 (5 > 1), тому показникова функція 
зростає, і дана нерівність рівносильна нерівності х2 + 2х > з, 
х2 + 2х - З > О. Розв'язком цієї нерівності, а значить і почат­
кової, є об'єднання інтервалів (-оо; -з) і (1; +00). 

6. ( ~ J -з:~l + з < О. Введемо нову невідому у =( ~ J ' 
т'оді ( ~ у = у2 і нерівність матиме вигляд у2 - 2з8 У + З < О; 
Зу2 - 2~y + 9 < О. Розв'язком цієї квадратної нерівності є 
інтервал ( ~ ; 9 ). тобто ~ < у < 9. 
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Повертаючись до початкової невідомої х, маємо; 

~ < ( ~)% < 9, ~ < ( ~)% < ( ~ Т
2

• Функція (~)% спадає. 
Отже, розв'язком останньої нерівності будуть числа, які задо­
вольняють нерівність - 2 < х < 1. 

7. 5· зз%2 > 3· 53%2. Поділимо почленно цю нерівність по­
слідовно на добуток 5· 3 і на 53%2 - 1. Дістанемо з3%2 - 1 > 53%2 - 1; 

зз%2-1 5з% 2 -1 зз% 2 -1 ()3% 2_ 1 ( )0 3 
5з%2-1 > 5з%2-1 ; 5з%2 - 1 >1; ~ > ~ . Основа 5" < 1. 

Отже, дана функція спадає і 3х2 - 1 < О, х2 < ~ ; І х І < };;.; 
J3 J3 у3 
-з <х< З' 

8. 3 : 4 Х + 2· 9Х < 5· 6%. Зведемо нерівність до виду 
3 . 22% + 2 . з2% - 5· 2% . 3% < О. Поділимо обидві частини остан­
ньої нерівності на з2% > О. Дістанемо 

3· ( t У% + 2 - 5· ( ~)% < О. 

Зробимо заміну ( ~ J = У, тоді 3у2 - 5у + 2 < О; 3у2 - 5у + 2 = О; 
5 ± 1 2 2 2 (2)% 

Уl.2= -6-;У1= З;У2=I;з <у<l;з < "3 <1;О<х<l. 

9. 5 . з2% - 1 - 9% - 0.5 < 9% + 4. з2% - 2. 
Зведемо цю нерівність до виду 5 . з2% - 1 - з2% - 1 < з2% + 4 . з2% - 2. 
Винесемо спільні множники за дужки: 

з 2х - 1 < _13 . 
з2% - 1(5 -1) < з2% - 2(9 + 4); 4· з2% - 1 < 13· з2% - 2; 4 ' 

з2х - 2 

13 3 < 4' Отже, розв'язком є вся числова пряма. 

10. 2 J1
- % ~ х. Враховуємо, що вираз 2 J1

- % має смисл, якщо 

х $1. Тоді 2 J1
-% > 20 = 1. Звідси можна дійти висновку, що 

2 ~ ~ х, бо х $ 1. 

11. (~ J > 2 - х. Розв'яжемо дану нерівність графічно, 

побудувавши графіки функцій У = (~ J і У = 2, - х в одній 
системі координат. Графіки перетнуться в двох точках з абс­
цисами ХІ = -2 іх2 '" 1,7. Множиною розв'язків даної нерівності 
є два проміжки (-оо ; -2) і (1,7; +00). 
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ІСТОРИЧНА ДОВІДКА 

До початку XVII ст. у математиці уникали вживання дро­
бових та від'ємних показників степенів. Лише наприкінці 
XVII ст. у зв'язку з ускладненням математичних задач виник­
ла необхідність поширити область визначення показника сте­
пеня на всі дійсні числа. Узагальнення поняття степеня аn , де 

n - будь-яке дійсне число, дало змогу розглядаrи показнико­
ву функцію у = аХ на множині дійсних чисел і степеневу функ­
цію у = хn на множині додатних чисел (для цілих n степенева 
функція визначена і для х < О). 

Питання, пов'язане з показниковою функцією , розробляв 

Леонард Ейлер. У двох розділах своєї праці .Вступ до аналі­
зу. він описав «показникові й логарифмічні кількості •. До 
перших належить аХ , до других - уг . Навіть і сам показник 

може бути показниковою • кількістю. , наприклад у виразах аШ , 

ауг , уаг, хуг. Ейлеру належить відкриття зв'язку між показник 0-

вою і тр~гонометричною функціями. Він довів, що еХН = 

= cos х + г-і sin х. Звідси при х = 1t маємо е пн = cos 1t + 

+ R sin 1t , або е пн = - 1, а також співвідношення е 2 п Н = 1. 

ПОКlізникову функцію виду У = еХ почали вивчати з 40-х 
років XVII ст. 

Іранський математик ал-Караджі (помер у 1016 р.) по­
чав систематично розглядати тричленні рівняння, квадратні 

відносно деякого степеня невідомого, а також рівняння, що 
зводяться до них діленням на степів:ь невідомого, тобто рівнян-

ня виду ах2n + ьхn = С , ах2n + с = ьхn , ьхn + С = ах2n , 

ах 2n + nІ = = ьх n + nІ + схn . 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Яке рівняння називається показниковим? Навести при ­
клади. 

2. Чи має розв'язок показникове рівняння аХ = у, якщо у < О? 
3. У чому полягає спосіб зведення до спільної основи під 

час розв'язування показникових рівнянь? 

4. У чому полягає спосіб винесення за дужки спільного 
множника під час розв' язування показникових рівнянь? 

5. Як розв'язують показникові рівняння виду Аа2х + ВаХ + 
+ С = О? 
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6. Як розв 'язати графічно рівняння: а) 2Х = х + 3; б) 2Х = х3 ; 

в)2Х = ~? 
х 

7. Записати в аналітичній формі показникову нерівність най- -
простішого виду. 

8. Якою властивістю показникової функції у = аХ користу­
ються під час розв'язування показникових нерівностей? Роз­
глянути випадки а > 1 і О < а < 1. 

А 

ВПРАВИ 

174. Розв'язати показникове рівняння: 

Застосувати спосіб зведення до спільної основи: 

1) 2Х = 64; 2) 2 2х = 512; 3) 2-Х = 16; 4) 2Х + 1 = 32; 

5)з2х - 1 = 81; 6) W =~; . 7)32X - l = l; 
8) ах2 - 7х + 12 = 1; 9) a(x- l)(x + 2) = 1. 
Застосувати спосіб зведення до спільного показника: 
10) 2Х • 5% = 0,01; 11) 2Х • 5Х = 0,1· (10Х - 1 )5. 
Розв'язати способом в инесення спільного множника за 

дужки: 

Б 

12) 2Х + 2 - 2% = 96; 13) 7Х - 7Х - 1 = 6; 14) 3Х + 2 + зх - 1 = 28. 
Розв'язати рівняння, зводячи його до виду а2х + аХ + Ь = О: 
15) 4Х + 2Х = 72; 16) 4Х + 2Х + 1 = 8. 

17) ~aX+ l =Va x
-

2 ; 18) ( ~ JX =( ~ )8; 
19) 4.[X+l = 64.2.[X+l; 20) (0,25)2 - Х = 2:5+6з ; 

21) 2% - 1 + 2Х - 2 + 2Х - З = 448; 
22) 2Х + 1 + 3· 2Х - 1 - 5·2% + 6 = О; 

23) ( ~ JX . ( 287 JX - 1 = ~; 24) ff . W = 36 ; 

25) 4 . 3Х + 2 + 5· 3% - 7· 3Х + 1 = 60; 

26) 9Jx - 5 - 27 = 6· з.[Х=5; 
27) 5 . з 2х- 1 - 9Х - 0,5 = 9Х + 4. З2х - 2 ; 

28) 2ЗХ - З - 2 + 2З - Зх = О; 

208 



А 

29) з2% - 1 . 53% + 2 = ~ . 52% .33%; 

30) 3 . 4% + l . 9% + 2 = 6 . 4% + 1 _ l . 9Х + 1. 
З 2' 

31)23(% - 1) - 128·23(2 - %) = 48; 32)22Х - 3 - 3·2% - 2+ 1 = о; 

33) 6·4% - 13·6% + 6·9% = о; 

34) (4+ J15J +(4- J15 )% =62; 

35) ( J5 + 2Jб Т +( J5 - 2Jб ) % =10; 

36) н{;;3 .%+(;;2 =~~(a% )10 . 37) 2% - 2 = 3Х - 2. 
а5 , , 

(а -ь)2% - 2 %2 з15 
38) (а4 - 2а2ь2 + ь4у - 1 = ; 39) _6_ = -.,"'----:-:--

(а+ь)2 т15 612 - 12% 

40) 7 2аіn %+!3 = 1; 41) (J3)JI0% - 5 + JI0% - 29 = ( 2~ ) -1 ; 

ГХ+і J '6 ГХ+і 42) 2 V .. 
T 

• • 2"u =4 V .. 
T

.; 43)42%- з2Х - { = з2Х+ { _ 24% - 1; 

44) 52% - 7% - 52%·35 + 7%·35 = о; 

45) 22Х ·9% - 2·63% - 1 + 42% - 1·34% - 2 = о; 

46) з2% + 4 + 45·6% - 9·22%+ 2 = о; 47) 3 . 16Х + 2· 8Р = 5·36%; 

48) 5% 2- б% - 35і = 625 ~ ; 49) 44(% + 1) = V16%+ 100 ; 

50) 06%. (1Q.)% 2- 12 
= (%L)3 

, 9 125 

175. Розв'язати показникову нерівність: 

2) 103% + 2 > 100; 

%2 % б 

4) ( ~) - < ( ~) ; 5) 0,52% < 1; 

7) 7}% < 49; 8) 2%2 > ( ~ J% -3 
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3) (0,3)% > 0,09; 

6) 45 - 2% ~ 0,25; 



~,-----------------------

• • 

10) 0,75 - 2х < 0,49; 11) 0,78 - х2 > 0,72Х ; 

12) t > 41 - 2х; ІЗ) 16 Х - 10 < 0,125; ( )
2Х -3 х + l0 

14)З·9х - 2 > ( 217 )3Х - l; 15) ( ~ T >~1,5; 
16) (.[ї3)х 2 - 2 > (Щ)х 2 -2 ; 17) 2х2 _ 6х - 2.5 < 16Л; 

18) 22х - З - З . 2Х - 2 + 1 < О . 

19) 8· 72Х3 - % - 7· 82х2 - х> О; 20) 2 ·84 - 5% < ( 116 Т+2 ; 

21) 12%. llГх -l1Гх . 12Гх < О; 22) (А ух < (.Jб)х2 +3.75; 

23) 9" + 6" > 22. + 1; 24) ( : )' -( 2'; Г 3 < J( ~ )X ; 
25) 4Х - ЗХ - 0.5 > ЗХ + 0.5 _ 22% - 1; 26) 9Х _ 28 + 1. > о· 

3 2х -1 3 ' 
х 2 _ 2х 

27) 2" + '+ 2%+ 7 > 24; 28) (( ~):, ) ~ 1; 

29) 25-Х + 5- Х + 1 ~ 50; ЗО) 5· 4Х + 2· 25% ~ 7 . 10Х ; 

ЗІ) х2 • З% - ЗХ + 1 ~ О; 32) 2% + 2 - 2% + 3 - 2% + 4 > 5% + 1 - 5% + 2; 

ЗЗ) 52% + 1 > 5% + 4; '34) 4Х ~ 3 . 2 Гх ц + 4 1 +Гх ; 

З5) 0,2 х2 
- 1 > 25. 



ЛОГАРИФМІЧНА 
ФУНКЦІЯ 

Вин.ахід логарифмів, с"оротивши роботу астро­
н.ома, продовжив иому життя_ 

П'єр Лаплас 

§ 21. Логарифм числа 

ПОНЯТТЯ логарифма. Розглянемо рівність 43 = 64. У ЦІИ 
рівності число 3 є показником степеня, до якого слід піднести 

число 4, щоб дістати 64. Аналогічно в рівності 5- 2 = 215 число 
(-2) є показником степеня, до якого треба піднести число 5, 

щоб дістати 215 • У загальному випадку в рівності аХ = N число 
х є показником степеня, до якого треба піднести основу а, щоб 

дістати число N. 
Розглянемо рівняння аХ = N, де а і N - деякі числа, причо­

му а > О і а "і"- 1. Якщо N ~ О, то це рівняння не має коренів, бо 
значення показникової функції у = аХ додатні при будь-якому х. 

Для N> О рівняння має корінь, і до того ж єдиний. Справді, 
областю значень показникової функції у = аХ при а"і"- 1 є мно­
жина додатних чисел (отже, корінь рівняння існує). Крім того, 

kожне своє значення показникова функція набуває лише при 

одному значенні аргументу (отже, цей корінь єдиний). 

Корінь рівняння аХ = N , де а > О , а ~ 1 , н,азuвають 
логарифмом числа N за основою а . 

Логарифмом чиёла N за основоRJб- (а > О і а ~ 1 ) 
називається показник степеня х , дО якого треба підне­

сти а , щоб дістати число N . 

Слово .логарифм. замінюють символом log, праворуч від якого 
(трохи нижче) записують те число, яке називають основою. 

Так, замість того щоб писати .логарифм числа 81 за осно­
вою 3. скорочено пишуть lоgз81. 
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Те, що число х є логарифмом числа N за основою а, запису­
ють так: 10gaN = х. 
Цю рівність читають так: логарифм числа N за основою а 

дорівнює х. Наприклад, з рівностей 53 = 125; 6-2 = з16 ; 70 = 1; 

( ~ Т6 

= 64 випливає, що logs125 = 3; 10g6 з16 = - 2; 10g71 = О; 
log І 64 = -6. 

"2 
Зазначимо, що вирази 10g4( - 64), 10gзО не мають смислу , бо 

рівняння 4Х = -64, 3Х = О не мають коренів. 
ВиразlоgаN, де а > О і а :#-1, має смисл лише при N > о. 
Логарифмічна рівність 10gaN = Ь і показникова рівність 

аЬ = N виражають одне й те саме співвідношення між числами 
а,Ь iN. 

За цими рівностями можна знайти одне з трьох чисел, що 
входять до них, якщо задано два інші. 

Відповідно до цього можна розв'язати три задачі. 

1) Знайти числоN за даним його логарифмомЬ! за основоюа. 
2) Знайти основу а за даним числом N і його логарифмом Ь. 

3) Знайти логарифм Ь даного числа N за даною основою а. 
Широко використовують так звані десяткові логарифми, 

тобто логарифми за основою 10. Для них застосовують замість 
символу 10g10 символ 19 (без зазначення основи), наприклад 
19 10 = 1, 19 100 = 2, 19 1000 = 3, 19 0,1 = -1. 

Осиовна логарифмічна тотожність. Розглянемо показникову 
рівність 

аХ = N. (1) 
За означенням логарифма, 

х = 10gaN. (2) 
Замінюючи в рівності (1) х на його значення з рівності (2), 

дістанемо: 

L-_а_lО_g_аN_=_N_---JI · (3) 

Рівність (3) називається основною логарифмічиою тотож­
ністю. Вона є коротким записом означення логарифма: 10gaN 
є показником степеня, до якого треба піднести основу степеня 

а, щоб дістати zy. Наприклад: 51ogs12S = 125; 101g1000 = 1000; 

(
1)IOg.!. 9 
3" з = 9. 
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РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

1. Записати у вигляді логарифмічних ріВlJостей: 
1 l. 

а) 27 = 128; б) 5-3 = 125; в) 216 3 = 6. 
Р о з в' я з анн я. Застосовуючи означення логарифма дано­

го числа за даною основою, маємо: 

1 1 
а) log2128 = 7; б) log5 125 = - 3; в) lоg2"l б6 = 3" ' 
2. За означенням логарифма , перевірити справедливість 

таких рівностей: а) log5 625 = 4; б) log t з12 = 5. 

Це так, оскільки: а) 54 = 625, б) ( ~ у = ;2 . 
3. За означенням логарифма, визначити, яке число має ло-

гарифм 3 за основою 7. 
Р о з в' я з анн я . За умовою log7X = 3, звідси х = 73; Х = 343. 
4. За якою основою логарифм числа 10 ООО дорівнює 41 
Розв'язання. Маємо: logx 10 ООО = 4, х4 = 10 ООО, 

х = VI0000 ; х = 10_ 

5. Знайти : а) логарифм числа 3~3 за основою 7; 
1 

б). логарифм числа 16 за основою 2" . 

Роз в' я за ння. Маємо: а) log7 3~3 = х; 7Х = 3~3 ; Tr = 7-3; 

х = - 3; б) log ~ Н? = х; ( ~ J = 16; ( ~ J = 24; ( ~ J = ( ~ ) -4 , Х = - 4. 

6. Знайти основу х, якщо logx 419 = - 2. 

Розв'язання Маємо' х-2 = _1 _ _ 1_ =.-L· X 2 = 49· х=7. . . 49' х 3 49' , 
7. Знайти число х, якщо: а) log J2 х = 4; б) logO,lx = -1. 

Р о з в' я з анн я. Переходячи від логарифмічних рівностей 

до пока~никових, маємо: а) х = (Д)4 = 4; б) х = ( 110 тІ = 10. 

8. За якої основи: а) логарифм числа 3 дорівнює 3; б) лога-

Ф І . 1 1 
ри м числа 3" ДОРlВНЮЄ 3" 

Р о з в' я з анн я. Маємо: а) logx3 = 3, або х3 = 3, звідси ~ = ~ ; 
б) 1 1 1 б t 1 П" б' . .. ogx 3" = 3"' а о х = 3"' lДН1СШИ О ИДВl частини ЦlЄl 

. . б' 1 PlBHOCTl до ку а, Дlстанемо: х = 27 
1 9. Обчислити вираз: а) 31og216 + 410g327 ; б) lоgз1оgз27. 
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1 
Розв' язання. Маємо: а) 31og216 + 41оgз 2'7= 3 ··4 + 4· (-3) = О; 

б) позначимо 10gзl0gз27 = х. За означенням логарифма, 
3% = lоgз27, або 3% = 3, звідсих = 1. 

10. За допомогою основної логарифмічної тотожності пере-
творити рівність 25 = 32. 

Р о з в' я з анн я. Маємо: 2101232 = 32. 
11. Обчислити; а) 1,91011.98; б) a2101.N. 
Р о з в' я з анн я. Маємо: а) 1,91011.98 = 8; 

б) a 2lol.N = (aIOlaN)2 = N2. 
12. Обчислити: а) 4-IOI~20; б) 510159 - 101510; в) 4910178. 
Р О З в' я з анн я. а) За означенням степеня з від'ємним по-

казником, 4-IOI~20 = 1 = _1_ . 
4101.20 20' 

б) У показнику маємо різницю, а показники степенів відніма-

51Оlб 9 9 
ються при діленні. Отже, 510159 - 1011510 = 5 10gб 10 = 10 ; 

в) Враховуючи, що 49 = 72, дістанемо: 
4910178 = (710178)2 = 82 = 64. Отже, 4910178 = 64. 

а31ОI. N +а2IОI. N 
13. Обчислити: а) 1 + 510158; б) 21 + ЗІОI2 15; в) 2 

N 
г) 810.5101з7: 1') 1011 2; д) 102 + 110.05. 

Р О З в' я з анн я. Маємо: а) 1 + 510158 = 1 + 8 = 9; 

б) 21 + 310125 = 2.2310125 = 2. (210125)3 = 2· 53 = 250: 

a3101.N+a2Iog.N (aI01.N)3+(aI01.N)2 N 3 +N2 

в) - = =N+l: 
N 2 - N 2 N 2 

г) 810,5101з7 = (зo.sIОlз7)4 = з2101з7 = (3101з7)2 = 72 = 49; 

1') 10112 = 2; д) 102 + 110,05 = 102·10110,05 = 100·0,05 = 5. 

Основні властивості логарифмів виражаються в ряді 
теорем, на яких r'рунтується практичне застосування лога­

рифмів. 

Теорема 1. 

Логарифм добутку двох додатних множників дорів­
нює сумі їх логарифмів, тобто 
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означенням логарифма, N І = аХ!, N 2 = аХ2 . Перемножуючи по­

членно ці рівності, дістанемо: N IN 2 = аХ! ... Х 2 . Тут ХІ + Х2 Є 
показник степеня, до якого треба піднести основу а, щоб дістати 

число, яке дорівнює добутку. Отже, можна записати: 

10ga(N1 N 2) = ХІ + Х2 · Замінюючи ХІ і Х2 на їх вирази через 
логарифми, остаточно дістанемо: 10ga(NIN 2) = 10gaNI + 10gaN2' 
Теорему доведено для окремого випадку - для двох множників. 

Але її можна довести і для будь-якого скінченного числа множ­

ник~в, бо при знаходженні добутку скінченного числа степенів 

однієї й тієї самої основи показники степенів додаються. Отже, 

взагалі, 10ga(N І N 2 N 3 ... N n) = 10gaN І + 10gaN 2 + ... + + 10gaN n' 

де N I > О, N 2 > О, ... , N n > О (пропоltуємо самостійно довести 
теорему для випадку трьох множників). 

Зазначимо, що для доведення цієї теореми можна було ско­
ристатися основною логарифмічною тотожністю, а саме: нехай, 

як і раніше, NI = аХ!, N 2 = аХ2. За основною логарифмічною 

тотожністю, N I = alogaN!, N
2 

= alog.N2. Перемножуючи почленно 

ці рівності, дістанемо: .NIN2 = a 1og•N ! a 1og•N2 = a 1og•N
I + log.-:2• За 

означенням логарифма, 

loga(NIN 2) = logaNI + logaN 2' 

Теорема 2. 

Логарифм частки двох додатних чисел (дробу) дорі в­
~Є різниці логарифмів діленого і ді'льника (чисель­
ника і знаменника), тобто 

log, * ~ log,N, - log,N,. де N, > О. N, > О І _ 
д о в еде н н я. Нехай logaNI = ХІ і logaN2 = Х2 . Тоді 

NI = аХІ, N 2 = аХ2. Поділимо почленно першу рівність на дру-

N I ' 
гу: -N = аХС %2. Тут X I -X2 Є показником степеня, до якого 2 ' 

слід піднести основу а, щоб дістати число, що дорівнює частці 

N\ N\ . 
N

2 
• Отже, маємо: loga N

2 
= XI-X2• ЗаМІНЮЮЧИ ХІ і Х2 на їх 

вирази через логарифми, остаточно дістанемо: 

N 1 
loga N

2 
= logaNI - logaN 2' 
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Наслідо". 

Логарифм дробу, чисельник якого дорівнює одиниці; 
дорівнює логарифму знаменника, взятому з про'ти~ 
лежним знаком. 

(Обr'рунтуйте це твердження самостійно. Можна також до­
вести теорему 2, користуючись основною логарифмічнqю то-
тожністю.) . 

Теорема 3. 

Логарифм степеня додатного числа дорівнює показ­

нику степеня, помноженому на логарифм основи цього 

степеня, тобто 

д о в еде н н я. Нехай logaN = Х, тоді N = аХ . Піднесем~ 
обидві частини останньої рівності до степеня m: N m = аmх • Тут 

mх - показник степеня, до якого треба піднести основу а; 
щоб дістати число, яке дорівнює Nт . Отже, переходячи до ло­

гарифмів, дістанемо: loga(Nт) = mх. Замінимо х на його вира:J 
через логарифм і остаточно матимемо: loga(Nm) = mlogaN. 

Теорема 4. 

Логарифм кореня з додатного числа дорівнює лога­
рифму підкореневого виразу, поділеному на показ­

ник кореня, тобто 

ЬГ;:; log. N І 
~ __ lO_g_a_~_lN __ v _= ___ k ____ ~ . 

д о в еде н н я. Нехай треба знайти loga 'iN . Замінюючи 
радикал на степінь з дробовим показником і застосовуючи те- ' 

орему 3, дістанемо: 

loga'iN = loga N t = + logaN = logk N 

Теорема 5. 

Якщо логарифми двох додатних чисел за тією самою 
основою рівні, то й самі числа рівні. І навпаки, якщо 
два додатні числа рівні, то і Їх логарифми за тією 

самою ОСllOВОЮ рівні. 

216 



Д о в еде н н я. Нехай logab = logac, а> О, а::;; 1, Ь> О, С > О. 
Позначимо logab =. Х, logac = у. Тоді аХ = Ь, аУ = С. За властивіс­
тю показникової функції, якщо х = у, то Ь = с. 

Обернене твердження пропонуємо довести самостійно. 
До основних властивостей логарифмів належать ще такі. 
1) Логарифм одиниці дорівнює нулю. Це випливає з озна-

чення степеня з нульовим показником. Якщо а ::;; О, аО = 1, але 
тоді loga1 = О. 

2) Логарифм основи дорівнює одиниці, тобто logaa = 1. Це 
випливає з того, що а1 = а. 

Основні властивості логарифмів широко використовуються 
під час перетворення виразів, що містять логарифми. Окре­

мим видом таких перетворень є логарифмування виразів . 

. Прологарифмувати одночлен означає виразити його лога­
рифм через логарифми додатних чисел (позначених цифрами 

і літерами), що входять до його складу. 

Користуючись теоремами про логарифм добутку, частки, 
степеня і кореня, можна прологарифмувати будь-який одно­
членний вираз. 

Подані вище рівності справедливі для будь-якої основи а, 
що задовольняє умови а > О, а::;; 1. Умовимося під час логариф­
мування основою вважати число 10. 

РОЗВ' ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Прологарифмувати вирази: 

1. х = 5ас (а > О, С > О). 
Р о з в' я з анн я. Даний вираз є добутком, а тому, за теоре­

мою 1: Jg х = 19 5 + 19 а + 19 с. 
m 

2. х = n (т > О, n > О). 
Р о з в' я з анн я. За теоремою 2: 19 х = 19 т - 19 n. 

3. х = llа2Ь3 (а > О, Ь > О). 
Р о з в' я з анн я. За теоремами 1 і 3: 

19 х = 19 Ц + 21g а + 31g Ь. 

а4Ь 
4. х = 7c~ (а> О, Ь > О, С > О). 

Р о з в' я з анн я. 19 х = 19 (а4 Ь) - 19 (7с5) = 41g а + 19 Ь -
-lg 7 - 51g с. 

5.х = V3a 3b (а> О, Ь> О). 
Розв' язання. За теоремою 4: 
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1 1 3 1 
19 х = 4"lg (3аЗЬ) = 4"lg 3 + 4"lg а + 4" 19 Ь. 

(a+b)4~ 
6. х = , де а > о, Ь > о, С > о, d > о. 

~(a-b)2d2 
Р о з в' я з анн я. 19 х = 41g (а + Ь) + ~ 19 С - ~ (21g (а - Ь) + 

+ 21g d). 

7. Знайти х, якщо: log7X = log712 - log74. 

12 
Розв' язання. log7X = log74; log7x = log73. 

Але якщо логарифми чисел х і 3 при одній і тій самій ос-
нові 7 рівні, то і числа будуть рівні. Отже, х = 3. 

8. Обчислити, не користуючись допоміжними засобами: 
а) lоgз2 + lоgз4,5; 
Р о з в' я з анн я. lоgз2 + lоgз4,5 = lоgз(2 . 4,5) = lоgз9 = 2. 

7 
б) log2 7 - log216. 

7 7 
Р о з в' я з анн я. log27 - log216 = log2 7 = log216 = 4. 

16 

9. Нехай logab = 0,45; logac = 0,4; logad = 0,85; lO~ak = -0,25. 

b 2 fё 
Знайти log х, якщо х = --з-. 

а dk 
1 

Р о з в' я з анн я. logax = 210gab + 8 logac - logad - 310gak = 
= 0,9 + 0,05 - 0,85 + 0,75 = 0,85. 

Деякі важливі тотожності, що містять лоrарифми. 

1) Доведемо TOTO~HiCTЬ logba = 10:а ь ' або logba logab = 1. 
Нехай logba = х. Тоді, за означенням логарифма, ЬХ = а. 

Логарифмуючи цю рівність за основою а, дістанемо: xlogab = 1, 

звідси х = -1 1 Ь ' тобто 
oga L--_l_О_gЬ_а_=_1о_:_а_Ь_----'I · 

2) Доведемо тотожність logaN = logakNIr, що має такий зміст: 
якщо число, що стоїть під знаком логарифма, і основу лога­

рифма піднести до будь-якого степеня, то значення логарифма 

не зміниться. 

Нехай logaN = х. Тоді аХ = N і аlrх = NIr, або (аlrу = NIr. Тут 
Х - показник степеня, до якого треба піднести вираз аlr , щоб 
дістатиNk. Отже, х = logakNIr. 
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Підставляючи замість х його значення, остаточно діста-

немо: logaN = loga~Nk І . 

За цією тотожністю маємо, наприклад: log25 

= log8125; logva- х = lоgаХЗ = 31ogax. 

3) Доведемо тотожність loganN = ~ logaN. 

Нехай loganN = Х, тоді аnХ = N. Піднесемо обидві частини 

останньої рівності до степеня ~, дістанемо: аХ = N ~ . Тепер 
прологарифмуємо останню рівність за основою а. Маємо: 

х = ~ logaN, тобто loganN = * logaN І . 

РОЗВ' ЯЗ'УВАННЯ ВПРАВ 

1. Що більше: log43 чи logl09? log43 = log4232, отже, 

log43 = log169. Таким чином, log43 < log109. 

2. Обчислити lоgtГз 8, знаючи, що lOg123 = а; lоgtГз 8 = 

12 
= lоgз64 = lоgз4З = 3l0gз4 = 310gз 3 = 3(lоgз12 - lоgз3). 

Використовуючи тотожність logba = lO:a ь ' дістаємо lоgз 12 = 

= 1 1 3' Отже, lоgз'З 8 = 3(lоgз12 - lоgз3 ) = 3( 1 1 3 1) = 
og12 'І" ogl2 . 

= 3( ~-1) = 3(1;а) . . 

Потеиціюваивя. Перетворення, за допомогою якого за да­
ним логарифмом числа (виразу) визначають саме число (ви­
раз), називають потеиціюваивям. Це перетворення є оберне­
ним до логарифмування. 

Застосовуючи теореми логарифмування, іноді можна вира­

зи, що містять логарифми чисел або виразів, перетворити на 

логарифм одного числа або виразу. 

РОЗВ' ЯЗ'УВАННЯ ВПРАВ 

1. Знайти х за даним його логарифмом: 
19 х = 5lg а - 31g с. 
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За теоремою про логарифм степеня, 19 х = 19 а5 - 19 с3 ; за 
5 

теоремою про логарифм частки, 19 х = 19 ~. 
5 С 

Якщо логарифми виразів х і ~ за однією тією самою 
с 

а5 

основою рівні, то і вирази будуть рівні, тобто х = -
СЗ • 

2. Знайти z за даним його логарифмом: 

19 z = ~~ 19 а - 19 7 - 19 Ь. 
12J;iї 12J;iї 

Маємо: 19 z = 19 ----;;ь; z = ----;;ь 
у даному разі потенціювання виконали без проміжних за­

писів. 

Ь 3. Звільнитися від логарифмів: 19 В - 19 А = с 19 m - 21g n. 

в сГ-;; 
Маємо: 19 -А = 19 ~; в 

n А 

4. Спростити вирази: 

(m+n)2 
а) 19 а + 19 аЬ + 19 mь-n 

m 2 _n 2 

Маємо: 19( (m:n)' m'"~n' m~" ) = 19 (m + n). 

б) 19 N = 41g а - 21g Ь - 19 с + 19 (а + Ь). 

Маємо: 19 N = 19 (;3 (а+Ь) , звідси N = (;7 (а+Ь) • 
Ь 2с ь 2с 

Перехід від однієї основи логарифмів до Їншої. Часто необ­
хідно здійснити перехід від логарифмів за однією' основою до 

логарифмів за іншою основою. Нехай відомо logaN і треба знай­
ти logbN = х ( х -невідоме число), де а> О, а ~ 1, Ь > О, Ь ~ 1. 
За означенням логарифма, Ь" = N. Прологарифмуємо останню 

log. N 
рівність за основоюа. Маємо: xlogab = logaN . Звідси х = log. Ь ' 

тобто 

(1) 

Таким чином, логарифм будь-якого додатного числа N за 
основою Ь дорівнює логарифму того самого числа за іншою 
основою а, поділеному на логарифм числа .Ь за основою а. Цю 

залежність застосовують у такому вигляді: 

logaN = logbN logab І (2) 
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Ще раз підкреслимо, що формули (1) і (2) справедливі, якщо 
обидві їх частини мають смисл, тобто а > О, а і= 1, Ь > О і Ь і= 1. 

Отже, будь-який логарифм можна подати у вигляді відно­
шення двох логарифмів, узятих за тією самою основою. На­

приклад, log510 можна подати за основами 2 і 3 (а > О, а і= 1). 

log2 10 .1 10 = lоgз 1О .10 10 = loga 10 
Так: log510 = log2 5 ' og5 lоgз 5 ,g5 loga 5 . 

РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

1.10~273X подати за основою 3. 

lоgз 3х 
Маємо: log273x = lоgз 27 

1+1оgз х = ---:::'-.::..--
3 

2. Знаючи, що log122 = а, знайти log616. 

log1216 log1224 410g12 2 
Маємо: log616 = log 6 ( 12) = 1- 1og 2 = 

12 log12 ""2 12 

3. Обчислити logg510g2527. 

4а 
І-а· 

loga N 
Скористаємося залежністю 10gbN = loga Ь і зведемо лога-

рифми до основи 1 О: 
195 .lg27 =~. 31g3 =.3. 

10gg510g2527 = 199 1925 21g3 21g5 4· 

Зазначимо, що в різноманітних розрахунках найчастіше 
використовують логарифм за основою 10, тобто десяткові ло­
гарифми. 

Натуральні логарифми. В математичних дослідженнях ви­

користовують логарифми за о<;новою, вираженою ірраціональ­

ним числом, наближене значення якого дорівнює 

2,718281828459045 ... або == 2,718. Л еон ард Е й л е р 
запропонував позначити це число літерою е. Його називають 
неперовим числом на честь шотландського математика Д ж о -
на Непера (1550-1617). 

Логарифми з основою е називають натуральними, або непе­
ровими, і позначають lп х. Тут основу е не пишуть, а лише 

мають на увазі. 
Від назви .логарифм . залишили лише одну літеру (l), дру­

га літера (n) є початковою в слові натуральний (латинське -
naturalis). Отже, 

lп х = logex. 
Наприклад, lп е = 1, lп 1 = О, lп 2 = 0,693, lп 3 = 1,098, 

lп 10 = 2,303. 
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За основною логарифмічною тотожністю, для будь-якого 
додатного числа e1n а = а. 

Якщо відомі десяткові логарифми чисел, то можна, вико­
ристовуючи формулу (2) (с. 220), обчислити відповідні нату­
ральні логарифми. Цією самою формулою можна користува­
тися і для знаходження десяткових логарифмів за натураль­

ними. 

Маємо: ln х = 19 хІп 10, але ln 10 "" 2,303, тому ln х = 
= 2,303 19 х. Ця формула дає змогу обчислити натуральні ло­
гарифми, якщо відомі десяткові. Нею можна користуватися 

також і для визначення десяткових логарифмів за відомими 
натуральними. Для цього зручно переписати її у вигляді: 19 х = 

= 2 .іоз ln х = 0,434 ln х. Відповідно ln х = o.~34 19 х. 
Число М = 19 е "" 0,434 називають модулем переходу від 

натуральних логарифмів до десяткових. Отже, 19 х = М ln х, 
19 х 1 1 

ln х = -М. Наприклад, ln 2 = 19 2· 1ge "" 0,3010· 192.718 "" 

"" 0,3010· 2,303"" 0,6932. 
Натуральний логарифм приблизно в 2,3 раза більший за 

десятковий логарифм того самого числа. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Що називається логарифмом числа за даною основою? 
2. За означенням логарифма, вказати, яке з трьох твер­

джень справедливе: 1) логарифм - степінь;.1l логарифм -
показник степеня; 3) логарифм - основа степеня? 

2 

3. Дано рівність 273 = R. Що тут_ Є логарифмом, якого 

числа і за якою основою? 
4. Довести, що loga а = 1. 
5. Подати в показниковій формі логарифмічні рівності: 

1 
1) log5 125 = -3; 2) log t 81 = - 4. 

6. Знайти loga ~ , якщо loga Р = Р і loga Q = q. 

7. Знайти loga(N)5, якщо loga N = n ; 

І 

8. Знайти loga (N4), якщо loga N = 4,28. 

9. Знаючи loga С, знайти loga r{C . 
1 10. Чи правильно, що loga ь = -loga Ь? 

11. Довести, що loga 2 + loga 0,5 = О. 
12. Чи правильно, що loga аЬ = 1 + loga Ь? 
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2 13. Яку дію треба виконати, щоб з рівності log х = "3 log а 

дістати рівність х = Va 2 ? 
14. Назвати дію, обернену до потенціювання. 
15. Що таке функція, обернена до даної функції f? 
16. Як дістати функцію, обернену до даної? 
17. Вказати особливості розміщення графіків двох взаємно 

обернених функцій. 
18. Якщо графіки двох функцій симетричні один одному 

відносно бісектриси І і ІІІ координатних кутів, то чи означає 

це, що функції взаємно обернені? 

А 

ВПРАВИ 

176. Перевірити правильність рівності: 

1) log416 = 2; 2) log5 125 = 3; 3) log42 = ~; 
1 4) log264 = - 6; 5) 19 1 = О; 6) 19 100 = 2. 

177. Використовуючи знак логарифма, записати показник 
степеня з рівностей: 

1 .!. ~г;y:; 1)34=81; 2)4-2= 16 і 3)8 3 =2і 4)~27 =3. 
1 

178. Знайти логарифм числа за основою 2: 1) 8і 2) 2" і 3) lі 
1 

4) О,5і 5) 512і 6) 128 . 

179. Знайти: 1) lоgз ~ і 2) log464i 3) lоgз 8\ ; 4) log J2 8. 

180. Знайдіть число х, якщо: 1) log5x = 2і 2) log6x = 3і 

3) log.!. Х = - 4і 4) lоglЗХ = Оі 5) log4x = 1,5і 6) 19 х = -3. 
2 

181. Чи має смисл вираз: 1) logi-64)i 2) log50i 3) lоgі-4)З? 

~I-------------------
182. Записати у логарифм~чному вигляді рівність: 1) ( ~ )-2 = 

= 2,25; 2) 0,12 = 0,01; 3) 8-З = t і 4) V343 = 7. 
1 

183. Знайти логарифм числа за основою 3: 1) 3і 2) 27 і 

1 го 1 1 '3 3)81;4) 1і 5) 243 і 6) ~3; 7) J3 і 8) "9"0). 
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184. Знайти Х, якщо: 1) lоgзj3 Х = - ~; 2) logx іl = 4; 

З) logx./8 = : ; 4) log t Х = 1. 

185. Чи має смисл вираз: 1) log6 (- 6)2; 2) -log816? 
186. Обчислити: 1) 510gs 25 - 4 log4 16; 2) log21og2 16. 
187. Знайти loga Ь, якщо а2 = Ь. 

188. Знайти логарифм числа: 1) logo.225; 2) logs 0,04; 

З) log24 J2 ; 4) log2.s0,16; 5) logaa; 6) loga1; 7) loga, Гa ; 8) loga ~ . 
189. Знайти основу логарифма: 1) logx З = 0,25; 

2) logx 125 = - ~ ; З) logx 0,64 = - 2; 4) logx J2 ~; 

5) logx(a 2 + 2а + 1) = 2; 6) logx~ = - ; . 

190. Знайти Х з рівності: 1) lоgзх = -1; 2) log4x = 2,5; 

З)lоg5Х = О; 4) log49x = -1,5; 5) log .lx = З; 6) log.lx = - З. 
б 2 

191. Обчислити: 1) log2( sin ~); 2) 19( tg ~ ). 

192. Розв'язати рівняння: 1) log2 Х = З; 2) logo.7 Х = - 1; 

1 
З) log4 Х = -"2; 4) logs (З-Х) = О; 5) logo.4 (6 - 7х) = 1; 

6) log .l (5х-7) = -З. 
2 

Знайти значення виразу: 

А 

193.1) 21og210; 2) 51og57; З) 1,зlоgl .з 5 ; 4) 1 + 71og72; 5) 4- 1og4 7; 
6) 4Зlоg42. 

~._----
194.1) 1,71og1 ,75; 2) 1t1og,,7,4 ; З) 51og510 - 1; 4) 2Зlоg24; 
5) 2,41og2.4 10 + 1; 6) 10- 1g 0.8. 

шl-----------------
195.1) 101g0 . З ; 2) 1021gЗ ; З) 101gЗ - lg2; 4) 810.51ogg7. 

196. Порівняти вирази: 1) Зlоgз 4 і 510g4 4; 
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2) 41ogs 7 і 71ogG 4 ; З) Зlоg2 5 і 51og2 3 • 

197. Обчислити: 1) 210g 2 5 + log2 4 ; 2) 4· 51 - 1ogs 25 . 

198. Довести тотожність m logm N = n !ogn N. 

ПрологарИфмувати вираз: 

А 

аЬ 3 . ~ a3~ 
199. 1) у = с 2 ' 2) z = ьс2 ; З) У = а2 Vb; 4) х = (а+ь)2 . 

~-------------------

А 

200. 1) х = a2~ 2) у = 2~ь3 ; З) х = о,вV1.2; 
3~(a+Ь)3 "'о 

4) z = га . SJb2 . 

4) Х = ~ 5) х = 
[ ]

-0.2 

rras 
Знайти значення виразу: 

;2)х= V-i!:ьff ; З)х= (~a3b)2; 
aJbГaТь 
bJaJbТa 

202. 1) log1 2 5 + log124; 2) log5 15 - log5 З. 

~I-------------------
1964 -lg4 203. -:---=:-::-----;=---:-::-

1948 - 1912 

шl------------------------
1 2) 198 + 1918 . 

204. 1) оgо.з 9 - 21оgо . з 10; 21g 2 + 193 

205. Що більше: 1) log2 9 + log2 7 ЧИ log2 (9 + 7); 

2) lоgо.61,З + logo.61,2 чи logo.6 (1,З + 1,2)? 

Пропотенціювати вираз: 
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А 

206. 1) 19 х = 19 7 + 3lg а - 19 5; 2) lоgз у = lоgз1,5 + lоgз 8; 

3) 19 У = ~ 19 (а + Ь) - 21g а - 31g Ь; 
4) 19 z = 19 2 - 19 3 + 19 (а + Ь) - 19 а. 

Б 

1 2 2 207. 1) 19 х = "2 19 (а - Ь) - "3 19 (а + Ь) - "3 1g а; 
1 2) 19 У = 19 2 + 19 а + 31g Ь - 19 3 - 4"lg (Ь - а). 

ш-----------------------
208. 1) 19 х = ~ 19 (а2 + b2~ + ~ 19 (а + Ь) - 19 (а - Ь); 

2) 19 х = - ~ 19 а + і (lg Ь - ~ 19 а + ~ 19 (а - Ь) - ~ 19 (а -Ь)). 
209. Знайти х, якщо: 1) lоgо.з х = 21оgо . з 6 - 1оgо . з 12; 
2) logn х = 310gn 4 - 210gn 6. 
210. Обчислити, не користуючись допоміжними засобами: 

1) log гs 2 + log5 6,25; 2) log JЗ 25 - lоgз 7 ~~ . 

211. Обчислити значення: 1) е2 ; 2) l ; 3) ге ; 4) еЗ ; 5) 1n еЗ ; 
е 

6) 111 20; 7) ln 3; 8) ln 7,5; 9) 1n 1,21. 

§ 22. Логарифмічна функція, 
її графік і властивості 

Поняття логарифміЧIІОЇ фушщП. Спробуємо знайти форму­
лу функції, оберненої до показникової функції у = аХ, за відо­

мим уже алгоритмом знаходження формули функції, оберне­

ної до даної (див. с. 98). 
1. Функція У = аХ зростаюча при а > 1 і спадна при О < а < 1. 

За достатньою умовою існування оберненої функції до даної 
функція у = аХ має обернену на області визначення D(n = R 
(відповідно область значень цієї функції Ет = (О; +00)). 

2. Розв'яжемо рівняння у = аХ з двома невідомими відносно 
невідомої х. Оскільки х є показником степеня аХ, то, застосо-
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вуючи означення логарифма, матимемо х = loga у = <р (у). Діста­
ли формулу функції, оберненої до функції у = аХ = {(х). 
. 3. Поміняємо позначення аргументу і функції у формулі 

оберненої функції. Дістанемо у = loga х = <р(х) - формулу 
функції, оберненої до функції у = аХ у. прийнятих позначеннях 
аргументу і функції. Одержана обернена функція дістала Н'аз ­
ву логарифмічної функції. 

Логарифмічною називається функція у = loga х, де 

а> О і а :;t 1, обернена до показникової у = аХ 
Відомо, що область визначення і область значень взаємно 

обернених функцій міняються множинами. Тому D(<p) = (О; +00), 
Е(<р) = R. 

Вище було' показано, що графік функції <р, оберненої до 
функції {, симетричний графіку t відносно прямої у = х. Ско­
ристаємося цим для побудови графіка функції у = loga х. 

Графік функції у = loga х можна дістати з графіка функції 
у = аХ, симетрично відобразивши останній відносно прямої у = х. 
Для цього достатньо для кожної точки М(с; d) графіка у = аХ 
(мал. 97) побудувати точку M)(d; с), симетричну їй відносно 
прямої у = х. 
Якщо на аркуші паперу накреслити чорнилом графік 

функції у = аХ, а потім, не давши йому висохнути, швидко 
зігнути аркуш уздовж бісектриси першого і третього коорди­

натних кутів, то відбиток буде графіком логарифмічної функції 

у = loga х. Побудуємо, наприклад, графік функції у = 10g2 х. 
Для цього знайдемо ряд точок, симетричних точкам графіка 
функції у = 2Х відносно прямої у = а (мал. 98). Такий вигляд 
матиме графік логарифмічної функції за будь-якої основи а > 1. 
Причому крива тим щільніше прилягає до осі Ох, чим біль­
ше а (мал. 99). Якщо основа О < а < 1, то графік матиме 
інший вигляд. На малюнку 100 зображено графік логарИфмі-

Мал. 97 Мал. 98 

227 



Мал. 99 Мал. 100 

чної функції У = log l. х. Таку загальну форму матиме графік 
2 

логарифмічної функції у = logo х за будь-якої основи О < а < 1, 
причому крива тим щільн.іше прилягає до осі Ох, чим мен­

ше а (мал. 101). 
Властивості логарифмічної функції. Знаючи властивості 

взаємно обернених функцій, можна легко дістати властивості 

логарифмічної функції з показникової. Характер графіка по­
казникової функції за основою а залежить від того, буде а > 1 
чи О < а < 1. Тому і характер графіка логарифмічної функції 
за основою а залежить від тих самих умов. Отже, для функції 

У = loga х слід розрізняти 2 випадки: а > 1 і О < а < 1 (мал. 102). 
у кожному з них властивості логарифмічної функції виплива­

ють із властивостей показникової, якщо врахувати ще зв'язок 
між графіками показникової й логарифмічної функцій (див. 

табл. 8). Отже, маємо такі властивості логарифмічної функції. 
1) Область визначення логарифмічної функції - множина 

всіх додатних чисел. 
2) Область значень логарифмічної функції - множина всіх 

дійсних чисел. 
3) Логарифмічна функція на всій області визначення Л+ 

зростає, якщо а > 1 і спадає, якщо О < а < 1. 
4) Для будь-якого а > О (а:# 1) виконуються рівності: 

Мал. 101 Мал. 102 
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а) loga 1 = О; б) loga а = 1; 
в) loga (ху) = loga х + loga у, якщо х > О, У > О; 

г) loga ..!.. = loga х - loga у, якщо х > О, у > О; 
у 

1') для будь-якого числа х > О і будь-якого РЕ R 

loga хР = ploga х. 
Для порівняння наведемо властивості показникової і лога­

рифмічної функцій у вигляді таблиці (табл. 8). 

Таблиця 8 

!;- функція 
Вnастивість 

у = аХ у = loga х 

Обпасть визначення R (0;00) 

Область значень (0;00) R 

Монотонність а > 1 Зростає Зростає 

О < а < l Спадає Спадає 

Систематизуємо властивості логарифмів, які слід запам'я­
тати, щоб упевнено використовувати їх під час розв'язування 
різноманітних вправ, виконання практичних розрахунків. 

Спільні властивості для випадків а > 1 і О < а < 1: 

будь-яке додатне число має логарифм і до того ж 

тільки один; 
від'ємні числа і число О не мають логарифмів; 
логарифм одиниці дорівнює нулю; 

логарифм основи дорівнює одиниці. 

Властивості логарифмів чисел за основою а > 1: 
якщо N 1 > N 2' то і loga N 1 > loga N 2 ' тобто більше число має 

більший логарифм, і навпаки; 
логарифми чисел, більших за 1, додатні; логарифми чисел, 

менших за 1, від'ємні; 
якщо число зростає необмежено, то і логарифм його зрос­

тає необмежено; 
якщо число, залишаючись додатним, прямує до нуля, то ло­

гарифм його стає від'ємним і як завгодно великим за модулем. 
Властивості логарифмів чисел за основою О < а < 1: 
якщо N 1 > N 2, то loga N 1 < loga N 2, тобто більше число має 

менший логарифм; 
логарифми чисел, більших за 1, від'ємні; логарифми чисел, 

менших за 1, додатні; 
якщо число зростає необмежено, то його логарифм спадає 
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необмежено (умовний запис: loga оо;::::: -оо ); якщо число, зали­
шаючись додатним, прямує до нуля, то логарифм його необме­

жено зростає (умовний запис: loga О ;::::: +00 ). 

РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

1. Які значення аргументу х є допустимими для функ­
ції у ;::::: loga (3 - х)? 

Р о з в' я з анн я. Оскільки логарифмічна функція має дійсні 
значення тільки при додатних значеннях аргументу, накладе­

мо умову 3 - х > О, звідси х < 3. Отже, допустимі значення 
аргументу визначаються нерівністю х < 3. 

Розглядаючи наступні вправи, перевіряйте всі твердження 
за графіками логарифмічної функції. 

2. Який висновок можна зробити щодо додатних чисел m 
і n, якщо 10g5 т < 10g5 n? 

Розв' язання. т < n, бо за основи, більшої від 1 (q ;::::: 5), 
меншому логарифму відповідає менше число. 

3. Який висновок можна зробити щодо додатного числа т, 
якщо 10g4 т ;::::: - 3,7? 

Розв' язання. О < т < 1, бо за основи, більшої від 1 
(а;::::: 4), від'ємними Є логарифми чисел, менших за 1. 

4. Який висновок можна зробити щодо додатних чисел т і 
n, якщо 10g 2 т > 10g 2 n? 

Розв' яз5ання . ,J < n, бо за основи, меншої від 1 ( a= ~) , 
меншому логарифму відповідає більше число. 5 

5. Який висновок можна зробити щодо додатного числа с, 
якщо log .!. С ;::::: - 2? 

Розв'~зання. с > 1, бо за основи, меншої від 1 (a=l), 
логарифми чисел, більших від 1, від'ємні. 4 

6. Який висновок можна зробити відносно основи логариф­
ма а, якщо loga 8 ;::::: 0,3? 

Розв' язання. Якщо число, більше від 1, має додатний 
логарифм, то основа логарифма більша від 1. Отже, а > 1. 

7. Який висновок можна зробити щодо основи логарифма а, 
якщо loga 7 < loga 6? 

Р о з в' я з анн я. Якщо більшому числу відповідає менший 
логарифм, то основа логарифма менша від 1. Отже, О < а < 1. 

8. Застосовуючи властивості логарифмічної функції, визна­

чити, що більше: 

а) 10g2 3 чи 10g2 5? б) log .!. 5 чи log .!. 3? в) 10g5 8 чи 10g6 8? 
2 2 

г) log .!. 5 чи log .!. 5? г) 10g4 5 чи 10g5 4? д) 10g21 чи 10g51? 
3 • 

е) lоgз 3 чи 10g7 7? 
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Розв'язання. 

а) 10g2 5 > 10g2 3, бо а > 1; б) logl. 3 > logl. 5, бо а < 1; 
2 2 

в) 10g6 8 < 10g5 8, бо коли х > 1, графік функції у = 10g6 Х 
лежить нижче, ніж графік функції 10g5 х; 

г) log І 5 > log І 5, бо графік функції у = log І 5 менш відда-
"3 "2 "3 

лений від осі Ох, ніж відповідний графік у = 10g1- 5; 
') 

г) 10g4 5 > 10g54, бо коли х > 1, всі точки графіка у = 10g4 Х 
віддалені від осі Ох більше, ніж точки графіка у = 10g5 х; 

д) 10g2 1 = 10g5 1 = О, бо логарифм 1 за будь-якою основою 
дорівнює нулю; 

е) lоgз 3 = 10g77 = 1, бо логарифм основи дорівнює одиниці. 

9. Знайти область визначення функції: 
а) у = 10g2 (5 - х); б) у = lоgз (х2 + 1); 

2 З+Х 
в) у = log l. (5х - х - 6); г) у = 10g5 х-5 . 

Р о з в' я з ~ н н я. Оскільки вираз, що стоїть під знаком ло­
гарифма, має бути додатним, то для встановлення областей 
визначення даних функцій досить знайти значення х, при яких 

вираз, що стоїть під знаком логарифма, додатний: 

а) 5-х > О; х < 5, тобто областю визначення функції 
у = 10g2(5-x) є проміжок (-оо ; 5). 

б) х2 + 1 > О. Нерівність справджується для будь-яких 
дійсних значень х, тому областю визначення даної функції 

є (-оо ; +оо). . 
в) 5х - х2 - 6 > О, або (х - 2)(х - 3) < О, звідси 2 < х < 3, 

тобто областю визначення є проміжок (2; 3). 

г) 3+Х5 > О, або (3 + х)(х - 5) > О, звідси -оо < х < -3; 
х-

5 < х < оо . Отже, областю визначення даної функції є проміжки 
(-оо ; -3) і (5; +00). 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Як називається функція, обернена до показникової? 
2. Яка показникова функція є оберненою до логарифмічної 

функції у = loga х? 
3. Дано експоненту - графік показникової функції у = аХ. 

Як побудувати графік оберненої до неї логарифмічної функції 

у = loga х? 
4. Чому функція У = loga х (а > 1) існує лише в області 

додатних чисел? 
5. Чому дорівнює lоgз (-27)? 
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6. Чи може логарифм додатного числа за ОСНОВОЮ а > 1 
бути від'ємним1 

7. Вказати будь-яке число, логарифм якого за ()t;НОВОЮ а = 9 
більший від loga 15. 

ВПРАВИ 

А 

212. Який висновок можна зробити щодо додатних чисел m 
і n, якщо: 1) log5 m < log5 n; 2) log .l m > log.l n; 
3) logO.l m < logO.l n1 2 2 

213. Який висновок можна зробити щодо числа m > О, якщо: 

1) log2 m = - 0,32; 2) logt m = ~; 3) log t m = - 3 ~ 1 

214. Який висновок можна зробити щодо основи логариф-

ма а, якщо: 1) loga 7 = 0,4; 2) loga 5 = - ~ ; 3) loga 4 < loga 2; 

4) loga ~ > loga ~ 1 

Б 

215. Застосовуючи властивості логарифмічної функції, ви­
значити, що більше: 

1) log2 5 чи log2 8; 2) log .l 6 чи log.l 8; 
з 3 

3) log78 чи log58; 4) log.l 11 чи log.l l1. 
2 з 

216. Для яких значень х правильна рівність: 
1) 19 (х2 + 5х - 14) = 19 (х + 7) + 19 (х - 2); 
2) 19 (х 2 - 10х + 25) = 21g (5 - х)1 

217. Визначити знак добутку 
lоgз 0,971og2 0,981og4 6,99. 

4 218. Довести, що lоgз О, 711og2 11 logj5 0,95 < О. 

219. Яким співвідношенням пов'язані числа М і N, коли 
відомо, що 19 М = 1,4153, а 19 N = 3,41531 

Знайти область визначення функції: 
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А 

220. 1) У = log2 (2 + х); 2) у = log~ (х 2 + 3); 3) log5 (4 - х2 ); 
5х - 2 

4) У = log4 (х2 + Х + 1); 5) у = log2 ~ . 

Б 

22~. 1) logO.l (х 2 
- 4); 2) log ло (6 + х - х2); 3) logs ~ ~ ~ ; 

2 + 3х 
4) logo.9 5 - 2х . 

ш-----------------------
222. 1) у = lоgз (зх2 - 7х - 40); 2) у = logJ2 (х2 - 2х - 3); 

2х + 5 7 - 2х 
3) у = log7 х-=т і 4) у = lоgз.l 2 _ 3х і 5) у = log21 х lі 6) У = logo.51 х І. 

223. Для функцій, розглядуваних у зазначених проміжках, 
дати відповідь на запитання: 1) при яких значеннях х значен­
ня у < О, У = О, У > 01 2) Від якого найменшого (найбільшого) 
і до якого найбільшого (найменшого) значення змінюється у1 

10 
1) у = lоgз (х-1), якщо 9 ~ х ~ 10; 
2) у = logo,5 (х + 1), якщо - о, 75 ~ х ~ 7і 
3) У = log4 (х-2), якщо 0,25 ~ х ~ 64; 
4) у = 3 - log5 х , якщо О < х ~ 625 . 

Зобразити схематично графік функції: 

А 

224. 1) у = log2 Хі 2) У = logl. Х. 
2 

~------------------
225. 1) у = lоgз х; 2) у = log J5 х; 3) у = lоgо.з х; 

4) у = log JO,7 х. 

Ш---
226. 1) у = ln хі 2) У = ln ~ і 3) у = ln (-х); 4) у = ln І х І. 
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227. Побудувати графік функції: 

А 

1) у = 19(- x); 2) У = Ilog2 xl; 3) у = logl (х - 2) + 1; 
2 

~--
4) у = 19 (2 - х); 5) у = Ilog2 Х - 11; 6) у = logl І х І - 2; 

2 

Ш-
7) у = 19 І х - 11; 8) у = logt (1 - 2х); 9) у = 10g210g2 Х • 

§ 23. Розв'язування логарифмічних 
рівнянь і нерівностей 

Логарифмічиі рівняння. Приклади розв'язування логариф­
мічних рівнянь. 

Логарифмічними називають рівняння, лкі містлть 

невідому під знаком логарифма. 

Наприклад: 10g5 х = 2, 19 х + 19 5 = 2, 19 (зх2 + 7) - 19 (3х -

- 2) = 1. Рівняння х + 10g2 7 = Jlog 4 5 не є логарифмічним, 
бо воно не містить невідомого під знаком логарифма. Найщ:ю­
стіше логарифмічне рівняння має вигляд loga х = Ь, де а > О і 
а:l= 1, Ь - будь-яке число. Воно має єдиний розв'язок х = аЬ , 
який можна дістати за допомогою потенціювання. 

Розглянемо логарифмічне рівняння виду: 

loga ((х) = loga <р(х) (а > 0., а:l= 1). (1) 

Розв'язування цього рівняння грунтується на тому, що 

рівняння loga {(х) = loga <р(х} рівносильне системі: 

j
f(X) > о, 
<р(х) > о, 
{(х) = <р(х}. 

(2) 

Інакше кажучи, рівняння loga ((х) = loga <р (х) рівносильне 
кожній зі змішаних систем: 

{
f(x) = <р(х), {f(x) = <р(х ), 
((х) > о. <р(х) > о. (3) 

Для розв'язування рівняння (1) досить розв'язати рівняння 
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{(х) == q> (Х) 
і його розв'язки підставити в систему нерівностей 

{
f(X) > о, 
<р(х) > О, 

(4) 

(5) 

яка задає область визначення рівняння. Коренями рівняння (1) 
є тільки ті розв'язки рівняння (4), які задовольняють систему 
(5), тобто належать області визначення рівняння, заданого 
формулою (1). 

Під час розв'язування логарифмічних рівнянь може відбу­
тися розширення області визначення (з'являються сторонні 
корені) або її звуження (зникнуть корені). Тому треба обов'яз­
ково підставити корені рівняння (4) у систему (5). 

Наприклад, рівняння 19 х2 == 2 має два корені, бо, за озна­
ченням логарифма, х2 == 102, х2 == 100, звідси Х} == 10; Х2 == -10. 
Якщо спочатку винести показник 2 за знак логарифма, то 
21g Х == 2, 19 Х == 1, Х == 10. Втрата другого розв'язку Х == -10 
сталася внаслідок звуження множини допустимих значень Х 
після винесення показника за знак логарифма. Справді, в 

рівнянні 19 х2 == 2 корінь Х може бути додатним і від'ємним 
числом, а в рівнянні 21g Х == 2 - лише додатним. 

Навпаки, якби заданим рівнянням було рівняння 21g Х == 2, 
а від нього ми перейшли б до рівняння 19 х2 == 2, а потім - до 
рівняння х2 == 100, звідси Х} == 10, Х2 == -10, то дістали б сто­
ронній розв'язок (Х2 == -10) для даного рівняння. 

Взагалі не існує якогось загального методу розв' язування 
логарифмічних рівнянь. Здебільшого воно зводиться до розв'я­
зування алгебраїчних рівнянь і найпростіших логарифмічних 

рівнянь виду loga Х == Ь. 

РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Розв'язати рівняння: 

1. log. Х == -3. 
2" 

Р о З в' я з анн я. Застосовуючи О;Jначення логарифма, маємо: 

Х == (t Т3 

; Х == 8. 

2.5 10g2 Х - 310g7 49 == 2 10g2 Х. 
Р О З в' я з анн я. 5 10g2 Х - 210g2 Х == 3· 2; 310g2 Х == 6; 

10g2 Х == 2, х == 4. 
Пер е в ір к а. 5 10g2 4 - 31og7 49 == 10 - 6 == 4; 2 10g2 4 == 

== 4. Отже, х == 4. 
3.10gs Х + logs (Х + 7) == 10g5 2 + 2 10g5 3. 
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р о з в' я з анн я . Пропотенціюємо обидві частини рівнян-
ня: 

Х(Х + 7) = 2 . з2. 
Звідси х2 + 7х - 18 = О, ХІ = - 9, Х2 = 2. 
Пер е в і рка. Підставимо в дане рівняння замість невідо­

мого число -9 . У лівій частині дістанемо вирази 10g5 (-9) 
і 10g5 (-2), які не мають смислу (логарифми від'ємних чисел не 
існують). Отже, значення Х = -9 є стороннім коренем. Тепер 
перевіримо, чи є коренем даного рівняння число 2. Ліва час­
тина рівняння має вигляд: 

10g52 + 10g59 = 10g5 2 + 10g5 з 2 = 10g5 2 + 2 10g5 3. 
Ліва частина дорівнює правій. Отже, Х = 2 - корінь даного 

рівняння. 

Зауважимо, що прийом потенціювання широко застосовуєть­

ся під час розв'язування логарифмічних рівнянь. 

4. 10g2 (х2 + 4х + 3) = 3. 
р о з в' я з анн я. х2 + 4х + 3 = 23, або х2 + 4х - 5 = О. 

Коренями цього рівняння є: Xl = - 5, Х2 = 1. Перевірка пока­
зує, що обидва розв'язки задовольняють дане рівняння . (Пе­

ревірку зробіть самостійно.) 

5. 10g7 (Х - 2) - 10g7 (Х + 2) - 1 + 10g7 (2х - 7) = О. 
Р о з в' я з анн я. Перенесемо два останні доданки у праву 

частину рівняння: 10g7 (Х - 2) - 10g7 (Х + 2) = 1 - 10g7 (2х - 7). 
Враховуючи, що 1 = 10g7 7, маємо: 10g7 (Х - 2) - 10g7 (Х + 2) = 
= 10g7 7 - 10g7 (2х - 7). Тепер пропотенціюємо обидві частини 

рівняння: х-22 = 2 7 7 . Після перетворень дістанемо квадрат-
х+ х-

не рівняння х2 - 9х = О, яке має корені ХІ = О, Х2 = 9. 
Пер е в і рка. Х = О - сторонній корінь, бо вирази 10g7 (О - 2) 

і 10g7 (О - 7) не мають смислу. Підставимо у рівняння значен­

ня Х = 9. Ліва частина має вигляд: 10g7 7 - 10g7 11 - 1 + 10g711 = 
= 1 - 10g7 11 - 1 + 10g7 11 = О. Права частина дорівнює нулю, 
отже, Х = 9 - корінь даного рівняння. 

6. logx (х2 - 2х + 2) = 1. 
Р о з в' я з анн я. х2 - 2х + 2 = Х, або х2 - 3х + 2 = О; Xl = 1, 

Х2 = 2. Перевірка показує, що Х = 1 не може бути коренем 
даного рівняння, а число 2 є його коренем. 

7. logl _2x (х2 - 3х + 5) = 2. 
р о з в' я з анн я. Застосовуючи означення логарифма, діста­

немо квадратне рівняння: (1 - 2х)2 = х2 - 3х + 5. Його корені 

Xl = - 1, Х2 = :. Дане рівняння задовольняє лише значення 
Х = - 1 (перевірте це). 

8. log ~ Х - 10g4 Х - 2 = О. 
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Р о з в' я з анн я. Нехай log4 х = у' тоді дістанемо квадратне 
рівняння у2 - У - 2 = О, корені якого УІ = -1, У = 2. Маємо два 
рівняння: log4 х = - 1, log4 х = 2. 

З першого рівняння, за означенням логарифма, знаходимо 

ХІ = 4-1, ХІ = ~ . з другого рівняння маємо: Х2 = 42, Х2 = 16. 

Перевірка показує, що обидва знайдені значення Х є коренями 

даного рівняння. (Перевірку зробіть самостійно.) 

9. 19 Х = 2 - 19 5. 
Р о з в' я з анн я. Замінимо 2 через 19 100. Дістанемо 

19 Х = 19 100 - 19 5, або 19 Х = 19 20. Звідси Х = 20. Тут викори­
стано таку властивість логарифмів: якщо логарифми двох чи­

сел за однією й тією самою основою рівні, то й самі числа рівні. 

Пер е в і рка. 2 - 19 5 = 19 100 - 19 5 = 19 l~O = 19 20; 

19 20 = 19 20. 
10. 19 Х + 19 (Х + 21) = 2. 
Р о з в' я з анн я. 19 Х + 19 (Х + 2) = 19 100; х(х + 21) = 100; 

х2 + 21х - 100 = О; ХІ = -25, Х2 = 4. 
Пер е в і рка. Якщо Х = -25, то в лівій частині даного 

рівняння матимемо вирази 19 (-25) і 19 (-4), що не мають смис­
лу. Отже, ХІ = -25 не є розв'язком даного рівняння. Якщо 
ХІ = 4, маємо: 19 4 + 19 25 = 19 (4·25) = 19 100 = 2. Отже, Х = 4 
є коренем даного рівняння. 

11.1gЗ (х + 1) + 192(x + 1) - 21g(x + 1) = о. 
Р о з в' я з анн я. Нехай 19 (Х + 1) = у' тоді уЗ + у2 - 2у = О, 

або у(у2 + У - 2) = о. Звідси маємо два рівняння: у = О; у2 + у­
- 2 = о. 

Розв'язавши ці рівняння, знайдемо: УІ = О, У2 = 1, УЗ = -2. 
Тоді: 1) 19 (Х + 1) = О; 2) 19 (Х + 1) = 1; 3) 19 (Х + 1) = -2 і 
відповідно: 1) Х + 1 = 1; 2) Х + 1 = 10; 3) Х + 1 = 0,01. Звідси 
маємо, щО ХІ = О, Х2 = 9, ХЗ = -0,99. Перевірка показує, що всі 
три знайдені значення Х є коренями даного рівняння. 

12. 19 (2х2 + 21х + 9) - 19 (2х + 1) = 1. 

І 2х2+21х+9 
Розв'язання. g = 19 10. З рівності лога-

2х + 1 
2х 2 + 21х + 9 

рифмі в випливає рівність чисел 2х + 1 = 10. Звідси 

2х2 + Х - 1 = О; ХІ = -1, Х2 = ~ 
Значення ХІ = -1 не задовольняє рівняння, бо під знаком 

логарифма дістаємо від'ємне число. 
Проілюструємо ще застосування способу логарифмування 

обох частин рівняння. 
13. x 1gx - 1= 100. 
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Розв' язання. (lg х - 1) 19 х = 2. Поклавши 19 х = у, 
маємо: у2 - У - 2 = О. Звідси УІ = -1; У2 = 2. Тоді 19 хІ = -1 і 

ХІ = 1~ ; 19 Х2 = 2 і Х 2 = 100. Обидва значення невідомого задо­
вольняють рівняння. 

14. хІ - Ig х = 0,01. 
Р о з в' я з анн я. Прологарифмуємо обидві частини рівнян­

ня: (1 - 19 х) 19 х = -2. Нехай 19 х = У, тоді (1 - У) У = -2, або 
у2 _ У - 2 = О. Знайдемо корені цього рівняння: УІ = -1, У2 = 2. 
Маємо два рівняння: 19 х = -1, 19 х = 2. Звідси: ХІ = 0,1, 
Х2 = 100. Обидва значення невідомого є коренями даного 
рівняння. 

Зазначимо, що у прикладах 13, 14 невідоме входило до по­
казника степеня під знаком логарифма. Такі рівняння іноді 

називають показниково-логарифмічиими. 
Найчастіше показниково-логарифмі чні рівняння розв' язу­

ють способом логарифмування обох частин рівняння. До окре­

мих видів рівнянь зручно застосовувати спосіб зведення до 

спільної основи. 

РОЗВ' ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Розв'язати рівняння способом зведення до спільної основи . 

1. x lg x = 10. 
Р о з в' я з анн я. Прологарифмуємо обидві частини рівнян­

ня. Дістанемо: 19 Х 19 Х = 19 10, 192 Х = 1. Звідси 19 ХІ = 1, 
19 Х2 = -1, або ХІ = 10, Х2 = 0,1. 
Перевірка. Якщо х, = 10, маємо 10lg10 = 10, 10 = 10. 

Якщо Х2 = 0,1, маємо 0,1 g 0,1 = 0,1 -1 = 10. Отже, 10 = 10, 
ХІ = 10, Х2 = 0,1. 

з 

2 2 1оgз х = _1_ 
• 64 

Р о з в' я з анн я. Зведемо обидві частини рівняння до 

3 

спільної основи 2. Дістанемо 2 IОI' Х = 2-6. Прирівнюючи показ-

. 3 
ники степеНІВ, маємо -1-- = 

оgз х 

- 1. 1 гз 
Х = 3 2 , Х = Гз' або зх = 3з ' 

IОі ІЗ - 1. 
Перевірка.2 з з =2 2 

3. Х 2 - 1'/ = 100. 
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Р о з в' я з анн я. Прологарифмувавши обидві частини 

рівняння за основою 1 О, дістанемо (2 - l~ х ) 19 Х = 19 1 ОО, або 
192 Х - 41g Х + 4 = о, (lg Х - 2)2 = о. Звідси !g Х .= 2, Х = 100. 

2 1,100 
Пер е в і рка. 100 --2- = 1002 - 1 = 100. Отже, Х = 100. 

4. 0,4Ig2x + 1 = 6,252'- Ig r1 . 

Р о з в' я з анн я. Зведемо обидві частини рівняння до 

спільн~ї основи ~ . Дістанемо ( ; ) Ig

2 

х+l = 2,52(2 - ЗІg х), 

( )

_(lg2 х+l) ( )2(2-ЗІg х) t = ~ . Прирівнюючи показники степенів, 
дістанемо: - (lg2 Х + 1) = 2(2 - 31g Х), або 192 Х - 61g Х + 5 = о. 

Розв'яжемо квадратне рівняння відносно 19 Х. Маємо: 
19 Xl = 1, або Xl = 10; 19 Х2 = 5, або Х2 = 100 ооо. Перевірка 
показує, що обидва значення Х є коренями даного рівняння. 

5. log2 lоgз log4 Х = о. 
Р о з в' я з анн я. Запишемо дане рівняння так: 

lоg2(lоgз1оg4 Х) = о. 
Число, що стоїть у дужках, за означенням логарифма, дорів­

нює 20, тобто 1. Отже, lоgз1оg4 Х = 1. Це рівняння перепишемо 
так: lоgз (log4. Х) = 1. Число, що стоїть у дужках, за означен­
ням логарифма, дорівнює 3. Маємо: log4 Х = 3. Звідси Х = 4З , 
або Х = 64. 
Пер е в і рка. lоg21оgзlоg4. 64 = lоg21оgз 3 = log2 1 = о; 0 = о. 
6.!og16x + log4.x + log2 Х = 7. ! 

ogb х 
Р о з в' я з анн я. Скористаємося формулою loga Х = !og а 

і перейдемо в усіх доданках до логарифма при основі 2. ь 
!og2 х log2 х !og2 х log2 х . 

!og16 Х = log2 16 = --4- ' log4 Х = !og2 4 = --2- . ВИХlДне 

. 11 11 1 7 РІВНЯННЯ матиме вигляд: "4 og2 Х + 2" og2 Х + og2 Х = . 
Звідси log2 Х = 4. Остаточно маємо Х = 16. 

Деякі логарифмічні рівняння вдається розв'язати лише 

наближено. Одним зі способів наближеного знаходження ко­
ренів є графічний. На малюнках 103, 104 відповідно подано 
графічні розв'язання рівнянь Ig Х - log І Х + 1 = О і 
Ig(x + 1)- log2 Х = о. "2 

Розв'язування систем логарифмічних рівиянь. Під час роз­

в'язування систем логарифмічних рівнянь переважно викори­
стовують ті самі способи, що й для розв'язування алгебраїч­

них систем. 
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Мал. 103 

РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Розв' язати систему рівнянь: 

{
lgX+lgy = 5. 

1. 19 Х -lg У = 3. 

Мал. 104 

Р о з в' я з анн я. 21g Х = 8, 19 Х = 4, Х = 10 ООО; 19 У = 1, у = 10. 

flg(x 2 + у2) = 2. 
2. 110g2 Х - 4 = 10g23 - 10g2 у. 
Р О З в' я з анн я. Перше рівняння системи рівносильне 

рівнянню х2 + у2 = 100, а друге - рівнянню 1Х6 = ~ , причому 
Х > О і У > о. { 2 2 

М Х + У = 100, Р' .... 
аємо систему ху = 48. озв язуючи 11 З ураху-

ванням умови Х > О, У > О, дістанемо розв'язок Х = 8, у = 6, 
або (8; 6). 

!10g2 x2jY+ї =2. 

3. ~10g2X~Og2(1+y)2=:. 
Р о з в' я з анн я. Застосовуючи властивості логарифма, пе­

ретворимо рівняння даної системи: 

f210g2X+ ~10g2(y+1)-1=2. {410g 2 X+Iog2 (Y+1)=6. 

l~ 10g2 x · 210g2(1+y)= :' 10g2 x · 1og2(1+y)=2. 

Зробимо заміну 10g2 Х = и, 10g2 (у + 1) = и. Дістанемо систему: 

{4и + v = 6. 1 1 
ии = 2; u = 1, v = 2; або u = 2 ' v = 4. Звідси 10g2 Х = 2 ' 
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log2 (у + 1) = 4, або log2 х = 1, log2 (у + 1) = 2. Отже, дістали 

два розв'язки: х = 2, у = 3 і х = Д, у = 15. 

f 8(Л)Х-У = О,5 У- З , 
4. 11оgз(х-2у) + lоgз(3х + 2у) = 3. 

р о з в' я з анн я. Множина допустимих значень змінних х 

і у визначається системою нерівностей х - 2у> О, 3х + 2у > О. 

Запишемо перше рівняння системи у вигляді (Л)х - у + 6 = 

= ( л )6 - 2у. Дістанемо рівняння х - у + 6 = 6 - 2у. З другого 
рівняння системи, записаного у вигляді lоgз «х - 2у)(3х + 2у» = 
= 3, матимемо рівняння (х - 2у)(3х + 2у) = 27. 

Отже, розв'язування вихідної системи звелося до розв'язу-

{х- у + 6 = 6-2у, 
вання системи рівнянь (х-2у)(3х + 2у) = 27, яка розгля-

дається на множині допустимих значень змінних, заданих 
вихідною системою. 

З першого рівняння системи знаходимо у = -х. Підставляю­
чи це значення у друге рівняння системи, дістанемо 3х2 = 27. 
Звідси Х1 = 3, Х2 = -3. З першого рівняння системи знаходимо 
У1 = -3, У2 = 3. Даній системі задовольняє лише пара (3; -3). 

{хІі у = '100, 
5. logy х = 2. 

р о з в' я з анн я. Прологарифмуємо перше рівняння систе­

ми за умови х > О, У > О, х,* 1, у'* 1. Маємо: 
19 у 19 х = 2. (1) 

З другого рівняння системи маємо 

х = у2. . (2) 

З рівнянь (1) і (2) знаходимо, що 19 у ·lg у2 = 2. Оскільки 
у > О, то 21g2 У = 2, 192 У = 1, 19 У = ± 1, У1 = 0,1, У2 = 10, Х1 = 
= 0,01, Х2 = 100. 

ОТ1е, РОЗВ'яз:ами системи є (0,01; 0,1), (100; 10). 

х + у = 4' 
6. log х у - log у х = ~. ' 

р о з в' я з анн я. Перепишемо друге рівняння системи за 
1 3 

умови, що х > О, У > О, х * 1, у:l= 1, так: logx у - 1 = 2 ' ogx У 

logxY'*O;y,* 1.2 log; у - 310gx Y - 2 = О. Звідси logx Y = - ~ і 
logx у = 2. 

а) у рівнянні logx у 1 
2 змінні х і у можуть бути або 
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у > 1, О < х < 1, або О < У < 1, х > 1. Жодна з областей 
. . . . .3 

визначення ЗМІННИХ не задовольняє РІВНЯННЯ х + у = '4' 
б) 19x У = 2, у = х2 • Розв'яжемо рівняння х + у = :' вра-

3 
ховуючи, що У = х2 • Маємо: х + х2 = 4"' 4х2 + 4х - 3 = О; 

3 1 
х} = - 2" Х2 = 2" 

3 .. .. 
х} = - 2' не задовольняє другого РІВНЯННЯ ВИХlДНОІ систе-

1 . 1 
ми; Х2 = 2" ТОДІ У2 = 4"' 

1 1 
Отже, розв'язком системи є х = '2; у = 4"' 
ЛОl'арифмічні нерівності. Під час розв'язування логариф­

мічних нерівностей виду 

loga {(х) ~loga q> (х) (1) 

насамперед враховують, що областю визначення логарифміч­

ної функції є множина додатних чисел, тобто вирази, які сто­

ять під знаком логарифма, вважаються додатними. 

Якщо а > 1, то логарифмічна функція зростає, тому більшо­
му логарифму відповідає і більше значення виразу, що стоїть 

під знаком логарифма. 
Якщо а < 1, то більшому логарифму відповідає менше зна­

чення виразу, що стоїть під знаком логарифма. 
Якщо а > 1, нерівність (1) рівносильна системі нерівностей 

j
f(X)~q> (х), 
q> (х) > о. 
/(х) > О, 

якщо О < а < 1, - то системі нерівностей 

jf(X)5q> (х), 
q> (х) > О, 
{(х) > О. 

РОЗВ' ЯЗУВАННЯ ВПРАВ 

Розв'язати логарифмічну нерівність. 

1. log2 х < 3. Маємо: О < х < 23, О < х < 8. 
2. lоgз Х > 4. Маємо: х > 34, х> 81. 

3. log+ х < 2. Маємо: х> ( ~ у, х> 116' 

4. logo,2 х> 5. Маємо: О < х < 0.25. О < Х < 0,00032. 
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5. logo.s (2х + З) > О. Маємо: О < 2х + З < 1. Звідси 
-1,5<х<-I. 

6. 2 - log2 (х2 + Зх) > О. Маємо: log2 (х2 + Зх) < 2. Звідси 
х2 + Зх> О і х2 + Зх < 4. Отже, -4 < х < -З, О < х < 1. 

7. 19 (2х2 + 4х - 5) < 19 (4 + х). 
Розв' язання. Враховуючи, що а = 10> 1, маємо: 

І2х2 + 4х-5 < 4 + Х, {2х2 + Зх-9 < О, 
12х2 + 4х-5>0; 2х2 + 4х-5>0; 

2х + Зх - 9 = О, Х1 = -З, Х2 =~5, -З < х < 1,~ 
2 ~14 ~14 

2х + 4х - 5 = О, Х1 = -1 - ~' Х2 = -1 ~ -2-' 
Л4 . .J14 ' 

-оо < Х < -1 - -2- 1 -1 + -2- < х < +00. 

Отже, треба розв'язати систему нерівностей 

-З < х < 1,5, 

-оо < х < -1 - ~, 
-1 + ~ < х < + оо. 

Розв'язками ц!!:ї системи, а значить і даної нерівності, є: 

.J14. л4 
-З < х < -1 - -2- 1 -1 + -2- < х < 1,5. 

8. logs х + logs (х + 1) < logs (2х + 6). 
Р о з в' я з анн я. Вирази, що стоять під знаком логарифма 

у даній нерівності, мають бути додатними. Отже, справджу­
ються нерівності: х> О; х + 1 > О; 2х + 6 > О. 

Запишемо дану нерівність у вигляді logs х(х + 1) < 
< logs (2х + 6). Тут основа а = 5 > 1, тому х(х + 1) < 2х + 6. 
Розв' язування даної нерівності зводиться до розв' язування 
системи чотирьох нерівностей: 

х + 1 > О, і
Х > О, 

2х + 6 > О, 
х(х + 1) < 2х 

або I~ ~ ~~'. ,бо і ; ~ ~~: 
+ 6; х2 

- Х - 6 < О; l-' 2 < х < З. 
Знаходимо значення х, дЛЯ яких справджуються чотири 

нерівності. 
Отже, О < х < З. 

9. log 1 (х2 - 8х + 12) > -1. 
її 

Р о з в' я з анн я. Вираз, що стоїть під знаком логарифма, 
має бути додатним. Тому х2 - 8х + 12 > О. Запишемо дану 
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нерівність у вигляді: log І (х2 - 8х + 12) > log І 12. Оскільки 
--.L 2 ї2 ї2 

а - 12 < 1, то х - 8х + 12 < 12. 

Залишається розв'язати систему двох нерівностей: 

{х
2 -8х+12 > о, {-оо < Х < 2,,6 < х <ОО, 

х2 -8х + 12 < 12; або О < х < 8. 

Отже, О < х < 2 і 6 < х < 8. 

10. log~ х + 3 lоgз Х + 2 < о. 
Р о з в' я з анн я. Областю визначення змінної є х > о. 

Позначивши у = lоgз Х, дістанемо: у2 + 3у + 2 < о. Звідси 
1 1 -2 < У < -1, або -2 < lоgз Х < -1. Отже, '9 < х < "3. 

ІСТОРИЧНА ДОВІДКА 

Винайденню логарифмів значною мірою сприяли потреби 
удосконалення обчислень. Винайшли логарифми і майже од­
ночасно почали їх застосовувати шотландський математик 

Джон Непер (1550-1617) і швейцарський математик, аст­
роном і механік Йост Бюргі (1552-1632). Проте перший 
крок до спрощення обчислень зробив німецький математик 
МихаеJlЬ ШтіфеJlЬ (1487-1567), у якого поняття лога­
рифма з'явилося в результаті зіставлення геометричної й ариф­

метичної прогресій. Ця ідея бере свій початок у працях Ар­
хімеда (бл. 287-212 до н. е.). 

Розглянемо цю ідею на такому прикладі. Складаємо таблицю. 

Таблиця 9 

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

24 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384 32768 

у верхньому рядку маємо арифметичну прогрес ію з різни­

цею, що дорівнює 1, а в нижньому рядку - відповідно геомет­

ричну прогресію зі знаменником 2. Зіставивши числа у відпо­
відних колонках, помічаємо, що в першому рядку ми маємо 

логарифми чисел другого рядка за основою 2. Так, наприклад, 
10g2512 = 9 (бо 29 = 512), 10g28192 = 13 (бо 213 = 8192) і т. д. 

Користуючись даними таблиці і теоремою про те, що лога­
рифм добутку дорівнює сумі логарифмів співмножників, мож­
на , значно спростити знаходження добутків чисел, записаних 

у нижньому рядку таблиці. 
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Нехай треба, наприклад, помно­

жити 64 на 512. Знайдемо логарифм 
цього добутку за основою 2. Маємо 
logi64·512) = log264 + log2512. За 
таблицею знаходимо log264 =; 6, log2512 
= 9. Orже, log2(64· 512) = = 6 + 9 = 15. 
Але числу 15 з першого рядка відпо­
відає число 32 768 з другого рядка. 
Отже, 64·512 = 32 768. 

Застосовуючи теорему про лога­

рифм частки (дробу), можна скорис­

татися таблицею і під час ділення 

чисел. 

Наприклад, треба поділити 8192 
на 128. Знайдемо логарифм цієї час­
тки за основою 2. Маємо: 

Джон НЕПЕР 
(1550-1617) 

log2 8192 =log28192-10g2128=13-7=6. 
128 

Але числу 6 першого рядка відповідає число 64 другого 
рядка. Отже: 8192 : 128 = 64. 

Можна скористатися таблицею і для піднесення чисел до 

степеня. Наприклад, обчислимо 45. Маємо: 10g245 = 510g24 = 
= 5 . 2 = 1 О. Числу 1 О першого рядка таблиці відповідає число 
1024 другого рядка. Отже, 45 = 1024. 

Як бачимо, дії другого ступеня (множення, ділення) звели­
ся до дій першого ступеня (додавання, віднімання) над відпо­

відними логарифмами. При цьому довелося виконувати дії із 

значно меншими числами. 

Для практичного здійснення ідеї Штіфеля треба було склас­

ти геометричну прогресію, яка зростала б дуже повільно, бо 
лише при цьому вона може охоплювати значну кількість чи­

сел. Бюргі взяв знаменником прогресії число 1,0001 замість 2, 
як було у Штіфеля. 

Пізніше основою таблиць почали називати той член, якому 
в арифметичній прогресії відповідає число 1. У Бюргі основою 
був 10 001-й член геометричної прогресії, тобто 1,000110000, 
або (1 + 10-4 )10· ::::: 2,71814593 (в арифметичній прогресії йому 
відповідало число 0,0001 . 104 = 1). 

Бюргі прийшов до логарифмів раніше, ніж Непер, але опуб­
лікував свої таблиці лише у 1620 р. Таким чином, першою в 
1614 р. з'явилася праця Непера .Описання дивовижної таб­
лиці логарифмів •. Основою таблиці логарифмів Непера є ірра­
ціональне число, до якого необмежено наближаються числа 
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виду ( 1 + ~ J при необмеженому зростанні n. Це число нази­
вають неперовим числом і з часів Леонарда Ейлера познача­
ють буквою е: 

е = 1іm(l + 1..)n 
n~oo n 

Непер склав таблиці, взявши дуже зручне наближення числа е, 
. 10' 

а саме ( 1 + l~T) . Неперу належить і сам термін .логарифм •. 

Таблиці Непера вдосконалив англійський математик Ге в р і 

Б р і r с (1561-1631). Зі згоди Непера, він спростив його сис­
тему логарифмів і склав у десятковій системі числення табли­

цю логарифмів усіх цілих чисел від 1 до 20 ООО і від 90 ООО 
до 100 ООО з 14-ма десятковими знаками. Таблиці Брігса, опуб­
ліковані в 1624 р. і доповнені А. в л а кк О м У 1629 р., пізніше 
почали називати таблицями звичайних логарифмів. 

у зв'язку з упровадженням сучасних ЕОМ обчислення за 

допомогою таблиць логарифмів втратилии своє значення. 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Які рівняння називають логарифмічними? 
2. Якщо внаслідок певних перетворень рівняння область ви­

значення невідомого звузилася, то що сталося з коренями рївнян­

ня? 

3. Яка причина появи сторонніх коренів під час розв'язу­
вання логарифмічних рівнянь? 

4. Які способи розв'язування логарифмічних рівнянь вам 
відомі? 

5. у чом.у полягає прийом потенціювання під час розв'язу-
вання логарифмічних рівнянь? ' 

6. Які рівняння назива,ЮТЬ показниково-логарифмічними? 

7. Які способи розв'язування систем логарифмічних рівнянь 
ви знаєте? 

8. Які властивості логарифмічної функції використовують 
під час розв'язування нерівностей виду loga {(х) $loga <р (х)? 

9. Якій системі нерівностей рівносильна нерівність 
loga ((х) $loga <р(х) при: 1) а > 1, 2) О < а < І? 
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А 

ВПРАВИ 

Розв'язати рівняння: 

228. 1) log2 (5 - х) = О; 

3) lоgо.з (5 + 2х) = 1; 

5) lоgз(х2 - Х + 1) = О; 

2) ' log 1 (5х - 7) = - 3; 
"2 

4.) 19 (х - 1) = 19 (5х - 3); 

6) logx_l (х2 - 5х + 10) = 2; 

7) loga х = loga 3 + loga 5; 8) log~x = 31og5 х; 

9) Ig2 Х - 51g х + 6 = О; 10) log~ х - lоgз х - 2 = О; 

11) хlіХ = 10000; 

13) 19 19 19 х = О; 
12) х 4 = 101 + Іі Х; 

14) хlр + 2 = 1 ООО. 

~~-----------------

• • 

229. 1) log1. (2х - 4) = -2; 
з 

3) log2 (х + 3) = 3 - х; 

192x 
2) 19(4x _ 15) = 2; 

4) logx 3 - logx 2 = і; 
5) loga х = loga 12 - 2 loga 2; 

, 1 
6) 19 (х + 6) - "2 19 (2х - 3) = 2 - 19 25; 

7) 194 х - 10 192 Х + 9 = О; 8) ' Jx lgГx = 10; 

9) lоgп (х2 + 2х + 3) = lоgп 6; 
10) 2 log6 (2 + х) + log6 (9 - 6х + х2) = 2; 

11) ~ 19 (х - 9) + 19 J2x -1 = 1; 

12) lоgз 4 + lоgз х = lоgз (х - 6) - lоgз (3 - х); 

13) х1gх - З = 0,01; 14) з2 - lоgз х = 81х; 
, ІІІХ + 7 

15) х-.- = 10 Iіх + 1 ; 16) 1001і (х + 20) = 10 ООО. 

230. 1) lоgз (х2 - 3х - 5) = lоgз (7 - 2х); 

2) 19 (х2 + 75) = 2 + 19 (х - 4); 

3) 1 + 5 = 1; 
19 х - 6 19 х + 2 

247 



А 

Б 

4) 21 19 (5х - 4) + 19 гх+1 = 2 + 19 0,18; 5) Ig(10x -19) = 1; 
21g(2x - 3) 

19(x + 5) г-;:; 1 
6) 2 + 19 "х-3 = "2 1g (2х + 1); 

9) log2 Х + -1 4 2 = 5; 10) log~ (х + 1) - log.!. (х + 1) = 5; 
ogx • 

11) 812 - 10grзх _ 1 = О; 12) 51gx _ з1gх - 1 = З 1g х + 1_ 51gx - l ; 

13) x 1og• х = а2 х (а > О, а і' 1); 14) x 2(lg х)з - ~ 19 х = .J1O; 

l 3 _. Ig(35-x3
) _ .. 

15) 19 (5 - х) - 3 19 (35 - х ) - О, 16) Ig(5 _ х) - 3, 

17) 193 х -lg2 x - 61g х = О; 18) logx + 1(х2 + Х - 6)2 = 4; 

19) logl _x3 - logl _x2 - 0,5 = О; 

х-5 
20) log2 х + 5 + log2 (х2 

- 25) = О; 

21) logx+ І (х - 0,5) = logx _Q,5(x + 1); 

22) logl + х (2х3 + 2х2 - 3х + 1) = 3. 

Розв' язати систему рівнянь: 

{Х - у = 90. 
231. 1) 19 х + 19 У = 3; 

{з
х +ЗУ = 12. 

3) lоgз 27 = х + у; 

{Х + у = 7. 
2) 19 х + 19 У = 1; 

Jlogg 729 = х + у, 
4) 1 ЗХ - У - 1 =1. . 

{
lg(X2 + у2) = 2. {lOg4 Х + log4 У = 1 + log4 9. 

232. 1) log48 х + log48 У = 1; 2) х + у - 20 = О; 

jlOg.!. Х + log .!. У = 2. 
з з 

3) log .!. Х - log .!. У = 4; 
2 2 

{
IOg4 Х - log2 У = О. 

4) х 2 _2у 2 = 8. 
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• • 

А 

!lOg.l (х + у) = 2, 

233. 1) log; (х - у) = 2; 

{ У - lоgз х = 1, 
З) ху = з 12 ; 

{
lOgy х + logx у = 2,5, 

5) ху = 27; 

{
lOg2 Х + log4 У = 4. 

7) log4 Х + log2 У = 5; 

{
101 + 19(x + у) = 50 

2) 19(x-y)+lg(x+~)=2 - lg5; 

{
lOgy х + logx у = 2, 

4) х2 - У = 20; 

{
lOg2 Х = log4 У + log4(4-x), 

6) lоgз (х + у) = lоgз х -lоgз у; 

{
logx (Зх + 2у) = 2, 

8) logy(2x + Зу) = 2; 

9 {lg(x
2 + у2) = 2, 

) log2 х-4 = log2 3 - log2 у; 

{
lg (х2 + у2) = 1 + 19 1З , 

10) 19(x + у) -lg(x-y) = 31g2; 

{
lg(X2 + у2) = 1 + 198, Jlogx У = 2, 

11) 19(x+y)-lg(х - у)=lgЗ; 12) роgХ+l(у+23)=З. 

Розв'язати нерівність: 

\ 234. 1) lоgз х < 4; 2) log5 Х > 2; З) log .l Х < 3; 
2 1 

Б 

4.) lоgо.з х > З; 5) 19 х < 19 3; 6) 19 х > "3; 
7) 19 х > 19 5; 8) 19 х > - 3; 9) log2(x2 - Х - 4) < З; 
10) lоgз (12 - 2х - х2) > 2; 11) 19 х + 19 (х - З) < 1; 
12) 19 (2х + З) < 19 (х- 1). 

235. 1) logx 0,2 > logx З; 2) 21g х > 19 (4х + 21); 
З) log2 82n - 1 > Зп + 6; 4) logo.5 162х - З > х- 24; 
5) log8 (5х - 8) < log8 (2х + 7); 6) lоgо.з (х2 + 1) < lоgо.з 2х; 
7) lоgЗХ + 2 Х < 1; 8) logx_l (5х + 3) > 1; 

9) log~ х - log2 Х ~ 6; 10) 192 Х + 2 19 х > З; 

11) 2 log2 (х + 1) - log2 (2х - 4) > О; 
12) lоg41оg21оgз х ~ 0,5. 
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236. 1) lоgз х < 3 - lоgз (12 - х); 2) log2 0,253 - х > 2 - х2 ; 

3) log ~ x < log.!. (4 - х) - 1; 4) log2 (х2 - 9х + 8) < 3; 
з з 

5) log2 х > log .. (х - 1); 6) logz2+4 (2х2 
- 5) < 1; 

7) 19 (х2 - х + 8) ~ 1; 8) logn (х + 1) + logn х < logn 2; 

2 х 2 - 4х - 6 
9) logo.5 4х-l1 $-1; 10) lоgзlоgО .51оg .!. х > 1; 

3 

11) logx (х + 2) > 2; 12) logx + 1 (х + 3) > 1; 
13) logx_ 3 (х2 - 4х + 3) < О; 14) logx (х2 - 2х - 3) ~ О; 

192 Х + 19 х - 3 
15) > 1', 

21g х -І 

log2 (х + l)(х - 3) 
16) log2(x _ 3) < О. 



ПІДСУМКОВЕ ПОВТОРЕННЯ 

,,' 

ЗАПИТАННЯ І ЗАВДАННЯ ДЛЯ ПОВТОРЕННЯ 

1. Що називається функцією? Що таке число~а функція? 
2. Що таке область визначення і область значень (область 

зміни) функції? . 
3. Що таке графік функції? Наведіть ескізи графіків відо­

мих вам функцій. 

4. Які геометричні перетворення виконуються при побу­
дові графіка функції у = Af(kx + <р) + l, якщо відомий графік 
функції у = f(x)? 

5. Яка функція у = f(x) називається зростаючою (спадною) 
і як дослідити функцію на монотонність, користуючись озна­

ченням зростаючої (спадної) функції? Навести приклад. 
6. Яка функція у = f(x) називається парною (непарною) і як 

дослідити функцію на цю властивість? Навести приклад. 
7. Що стало причиною введення радіанної системи вимірю­

вання кутів і дуг? У чому особливості і переваги цієї системи? 
8. Сформулюйте означення тригонометричних функцій до­

вільного кута. 

9. Як означаються тригонометричні функції числа (віп а, 
сов а, tg а, ctg а)? 

10. Які функції називаються періодичними? 
11. Як будуються графіки тригонометричних функцій чис­

лового аргументу у = sin х, у = cos х, у = tg х, у = ctg х? 
12. Назвіть властивості кожної з тригонометричних функцій 

числового аргументу. Доведіть, що найменшим додатним пе­

ріодом у = віп х є число 2п. 
13. Як побудувати графік функції у = Asin(wt + <р)? 
14. Сформулюйте означення функції, оберненої до функції 

У = f(x). Які властивості взаємно обернених функцій? 
15. Як за формулою даної функції знайти формулу оберне­

ної функції? Знайти функцію, обернену до функції у = віп х. 
16. Яка область визначення і область значень функції 

у = arccos х; у = arctg х? 
17. Назвіть властивості і побудуйте графік функцій 

у = arCC08 х і у = arctg х. 
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18. Яке рівняння називається тригонометричним? Наведіть 
приклади. 

19. Розв'яжіть тригонометричні рівняння sin х = а, cos х = а. 
20. Які тригонометричні рівняння називаються однорідни­

ми? Назвіть спосіб їх розв'язування. 
21. Які тригонометричні рівняння називаються лінійними? 

Назвіть можливі способи розв'язування таких рівнянь. 
22. Назвіть способи розв'язування окремих відомих видів 

тригонометричних рівнянь. 

23. Які причини порушення рівносильності при розв'язу-
ванні тригонометричних рівнянь? 

24. Як розв'язати найпростіші тригонометричні нерівності? 
25. Сформулюйте означення степеневої функції. 
26. До яких видів тверджень належать твердження аО = 1, 

а *- О; а - n = _1_; а -;- = ~ ат? 
аn 

27. Сформулюйте означення кореня n-го степеня із числа а 
і означення арифметичного кореня n-го степеня. Назвіть вла­

стивості таких коренів. 

28. Назвіть властивості степенів з раціональним показни­
ком; дійсним показником. 

29. Як розуміти степінь аа з ірраціональним показником а, 
де а> О? 

30. Які рівняння називаються ірраціональними? Назвіть 
способи розв'язування окремих видів ірраціональних рівнянь. 

31. Які нерівності називаються ірраціональними? Назвіть 
способи розв'язування окремих видів ірраціональних нерівно­

стей. 
32. Яка функція називається показниковою? Які залежності 

між величинами привели до поняття показникової функції? 
33. Назвіть властивості показникової функції. Доведіть вла­

стивість монотонності цієї функції. 

34. Що таке логарифм числа Ь за основою а? 
35. Яка функція називається логарифмічною? Назвіть гі 

властивості. 
36. Назвіть приклади застосування показникових і лога­

рифмічних функцій. 

37. Які J5івняння називаються показниковими? Назвіть спо­
соби розв'язування окремих видів показникових рівнянь. 

38. Які рівняння називаються логарифмічними? Назвіть 
способи розв'язування окремих видів логарифмічних рівнянь. 

39. Які нерівності називаються показниковими? Назвіть спо­
соби розв'язування окремих видів показникових нерівностей. 

·40. Які нерівності називаються логарифмічними? Назвіть спо­
соби розв'язування окремих видів логарифмічних нерівностей. 
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ВПРАВИ 

237. Знайти область визначення функції: 

А 

1) У = ~; 2) У = Jзх - х 2 ; 3) у = (х - 2)J 1 + х ; 
1-х 1-х 

Б 

4) у = log2 (х 2 
- 4); 5) У = arcsin~; 6) у - гх . 

1 + х - sin пх ' 

ш-----

А 

Б 

• • 

А 

Б 

• • 

7) у = arccos(2sin х); 8) у = J sin гх ; 
9) У = lоg21оgзlоg4Х' 

238. Дослідити функцію на парність і непарність: 

1) І(х) = x 2cos 5х; 2) І(х) = ~ (3 Х + 3-Х ); 

2+х 
3) І(х) = х2 - 4х +1; 4) f(x)=lg -2- ; 

-х 

239. Побудувати графік функції: 

l)у=1-Х; 2)у=lх 2 -4х- 121; 
1+х 

3х - 2 1t 
3) у= 2х+1; 4) у=2sіn(2х- з); 

5) у = arccos(-2x); 6) у = J2 - х . 
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240. Довести тотожність: 

А 

1) сое4 Х - sin4 х = cos2 Х - sin2 х; 2) 2 = sina ; 
tg..!!. + ctg..!!. 

2 2 

Б 

гn 2 зіn( 2!.з +а) 
З) "З + tga = ; 
4) 1 + сое а + cos 2С~З;Х 4 cos а cos( t + ~ ) cos( ~ - ~ ); 

ш-----------------------

А 

Б 

• • 

А 

1- соза зіnа 
--- = . 6) sіnб а + соsб а = 1 - Зsіn2 а cos2 а. 
1 + соз а 1 + соз а ' 5) 

241. Розв'язати рівняння: 

1) 7sin2 х - 5cos2 Х + 2 = О; 2) 5sin2 2x - Зсоs2 2х = О; 

З) tg2x - ctg2x = 2; 4) sinxcosxcos2x = ~ ; 

5) 2cos2 4x + sin 10х = 1; 6) J3 sin Зх - cos Зх = 1; 

7) соз х = 1 + sin х; 8) sin4 х + cos4 Х = 58; 
1 - sin х 

9) 5sin 2х - 5cos 2х = tg х + 5; 10) sin х cos 5х = sin 9х cos Зх; 
11) sin 8х =sin 2х; 12) 2sin х - 2cos х = 1 - ІЗ; 

ІЗ) ІЗ sin Зх - cos Зх = 1; 
15) 1 - cos 7х = 2cos2 9x; 

14) sin4 х - cos4 Х = sin 5х; 
16) tg х - sin х = 1 - tg х sin х; 

17) sin ( х + ~) =sіnЗ х + соsЗ х; 18) sin Зх + сое 2х +2 = О. 

242. Розв'язати нерівність: 

1) Віі ~ -2х ) ~ f!; 2) cos2t ~ - ~ ; 
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Б 

ІВ 

А 

Б 

А 

3) Гзtg( ~ - х ) ~ 1; 4) COS
2

( 3; + 1~ ) > : ; 

5) 2sinxcosx~ ~; 6) 2sin2 x - 5cosx + 1> о. 

243. Розв'язати рівняння: 

1) Jx + 5 = х -1; 2) ~ - х =·-7; 3) 2Гх+5 = х + 2; 

4) J4+2x-x 2 =х-2; 5) Jx+2 -J2x-10 =1; 

6) J15-x +~ =6; 

7) V5 - X +Jх+з =2; 8) Jx 2 -2 -J6x-ll +Jх+з =0; 
Х+З 5-х 

244. Розв' язати нерівність: 

1) Jзх2 +2х-1 > 2; 2) J4x-x 2 < 4-х; 
3) Jx+2 >J8-x 2 

~----------~-------

• • 

4) гх+4 < 1; 5) J2x + 1 < 2~X + 1) ; 6) J2 - Jз + х < J х + 4 ; 
l - х -х 

9) Jx 2 -8x+15 +Jx2 +2x-15 >J4x2 -18x+18 . 
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А 

Б 

• • 

А 

Б 

• • 

245. Розв'язати рівняння: 

( 
3 )З% -1 (8)1 -% _ ( 9 )% 1) - . - - - . 2) 25% - 10% = 22% + 1; 
2 27 4' 

3) 2х + 2%+ З = 5% + 5% - 1 + 5% - 2; 

(0,5)% - з з/ 4) = 128% . ~(0,25)% - 1 
(0,125)2 -% 

5) 4% + 1 - 5% - 1,5 = 5% +0,5 _ 22% - 4; 

6)~+ 4 =~, 
2Х + 1 2% - 1 _ 3 2% + 1 ' 

7) 22%+ 1 - 5· 6% - з2%+ 1 = О; 

8) (~З - гв J + ( ~З + гв J = 6 ; 

9) (х - 2)%2 + 2% = (х _ 2)11% - 20 . 

246. Розв'язати нерівність: 

1) (W)з%2 - 15% + ІЗ > 125~625; 2) %~(~ Т2 -2% ~ 1; 

3) 2 ·15% + 15% - 1 - 65 ·15% - 2 < 400; 

4) (х - 2)%2 - 6%+ 1 > 1; 5) 25% < 65% - 5; 

7) 2З%_-1L-є/2%-_1_»I; 8)12%+ 5% > 13%; 
23% \. 2% - 1 

9) З,[l-""i + З~ + зJ6 - 2% > ІЗ. 
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Б 

А 

Б 

• • 

247. Розв'язати рівняння: 

1) 21og.(x - S,5) =lоgз81; 2) 19(x-2)-~ 19(3x-6)=1-1g5; 

3) lоgзх ~ + log~ х = 1 ; 
х 

4) 19(2x+6)-lgГх+'2 = 1-1g2; 

5) logSlog210g210g2( - ; ) = О; 
6) 1 + 19(x - 1) + 1 = 1 ; 

1 - 192 (х - 1) 1 - 19(x - 1) 

7) Jlogx 5/5 +logrs 5/5 ·lgrs х = - Jб; 
з 19200 

8) lоgлlоg21оg4(х-15)=0; 9) х - -х =400. 

248. Розв'язати нерівність: 

1) 195 -lg(x - 3) < 1- ~ 19(3x + 1) ; 

2) 51gx _з1gх - 1 > з 1gХ + 1 _5 1gx - 1 ; 

3) lоgзlоg...і.(х2 -4Х+3)$0; 
16 

4) log .!. X+J1-410gіХ <1; 
2 2 

х+4 4х+l1 
5) log з --2 - log з < 1 ; 

х - 5х + 1 

6) 210gзlоgзх+lоg .!. lоgз(9rx)~1; 
3 

7) logx 21og 2x log2 1х > 1; 

8) lоgз(3 Х -1)lоg.!.(з Х + 2 -~) > -3; 
з 

9) 1 ( 24 - 2х - х2 
) > 1 . og 2& _ х 2 14 

16 

257 



ВІДПОВІДІ ДО ВПРАВ 

1.1) ( -оо ; 1), (1; +00); 2) [2; +00); 3) ( -оо ; - 2), [ ~;+oo ) 
4) (_оо ; - ~ 1, [5 ; +00); 5) ( -оо; 2) , (2; 3), (3; +00); 6) (- оо ; - 2} 

[1; +00); 7) (-оо; - 1), (- 1; 1), (1; +00); 8) ( -оо ; о), (О; 5), (5; + 00); 

9) [О; 3]; 10) R; 11) [-4; 4]; 12) [- 4; 4]; 13) ( -оо ; -3), (-3; 1), 
(1; +00); 14) (- 5; 5); 15) (3; + 00); 16) (-оо ; О), (О; +00); 17) (-оо; - 4), 

(- 4; 4), (4; +00); 18) [2; 3), (3; 4]; 19) (- 9; 5), (5; 9); 20) (-оо; -1), 
(- 1; О), (О; 1), (1; +00). 2. 1) Непарна; 2) парна; 3) непарна; 4) не­
парна ; 5) парна; 6) парна; 7) парна; 8) не належить ні до пар­
них, ні ДО непарних функцій; 9) не належить ні ДО парних, ні 
ДО непарних функцій; 10) не належить ні ДО парних, ні ДО 
непарних функцій; 11) не належить ні ДО парних, ні ДО непар­
них функцій; 12) парна; 13) парна; 14) непарна; 15) не нале­
жить ні ДО парних , ні ДО непарних функцій; 16) непарна; 17) не 
належить ні ДО парних, ні ДО непарних функцій; 18) парна. 
4. 1) ~ = 1800 + 3600 . (- 1); 2) ~ = 300° + 3600. (-3); 3) ~ = 140° + 

+ 3600·4; 4) ~ = 420 + 360°· 20; 5) ~ =110° + 360° · (- 5). 7. 16 141 хв. 
1t 8.0,262; 0,389; 0,893 ; 2,75; 2,83.9. 720; 360°; 860; 1430. 12. 1) 2 ; 

1 
2) 0,85; 3) а) 31,25 см; б) 62, 83 см; 4) а) 1; б) 2. 22.1) - 3 2 ; 

2) гз - з/2 == 0671' 3) 1 - /2 + гз == 0870' 4) 3Гз - /2 == 1 891 
4 " 2 3 " 22" 

23.1) 2 ; - 2; 2) 5; - 5; 3) 5; 1; 4) - 1; -5; 5) 6; -4; 6) 5; 2; 7) 3; 2; 

8 1 9 1 . 1 2 ' 1t 3 ( п) )1; 3 ; ) 2 ' 4 ' 5.1)sш65°;2)tgз ; )cos500;4)ctg - 3 ; 

5)sin;; б) cos (- 45°); 7) сtg(- 0,3л); 8) tg600. 29.1) ~ sil12 6a; 

2) 1. 31. 1) х"# пл; nЕ Z; 2) х"# ~ + 2nл, n Е Z; 3) х "# О; 4) х "# n ~ , 

n Е Z. 32. 1) [- 1; 1]; 2) ( - оо; +00); 3) [3; + 00); 4) [О; 2].34.1) у ІІ 
або ІІІ чверті; 2) у І або ІІІ чверті; 3) у ІІІ або ІУ чверті; 4) у ІІ 

або ІУ чверті. 36. 1) у > о при пл < х < ~ + пп; у < О, якщо ~ + 
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7t + nп < х < 7t + nп; у = О, якщо х = n 2" ' n Е Z; 2) у > О, якщо 

2nп < х < 7t + 2nп; у < О, якщо 7t + 2nп < х < 2п + 2nп; нулів 
З7t З7t 

немає; З) у > О, якщо - 2 + 6nп < х < 2 + 6nп; у < О, якщо 
З7t 9п З7t 
т + 6nп < х < Т + 6nп; у = О, якщо х = 2 + Зn7t, n Е Z; 
4) у> О, якщо х *- nп; у = О, якщо х = nп, n Е Z; 5) у > О, 
якщо 2nп < х < 7t + 2nп; у < О, якщо 7t + 2nп < х < 2п + 2nп; 

7t 7t 7t 
У = О, якщо х = 2nп; 6) у > О, якщо n 2" < х < 4 + n 2" ; у < О, 

7t 7t 7t 7t 7t 7t 
якщо 4 + n 2" < х < 2" + n 2"; у = О, якщо х = 4 + n 2" ' n Е Z. 

З7. 1) ctg а; 2) +; З) 2 sin а; 4) tg а tg~; 5) +; 6) 1 + 
юn а юn а 

+ sin2 а; 7) сов2 а; 8)·1; 9) 1 - сов а; 10) О; 11) -1; 12) 1; ІЗ) ~ ; 

14) 2 tg2 а; 15) 1; 16) ІЗі: аl .38. 1) т2 - 2; 2) т(т2 - З). 39. 1) 2~ ; 

2) 2 112 . 41. 1) sin а = ~~ ; tg а = -З ~ ; ctg а = - 274 ; 2) sin а = 

2 1 1 . 24 7 
= - J5 ; сов а = - J5 ; ctg а = 2"; З) вш х = - 25' сов х = - 25 ' 

24 5 2 5. tg х = 7; 4) сов х = 13; tg х = -25; ctg х = -12. 43. вша::::0,88; 

tga:::: 1,8З5; ctga:::: 0,55. 44. 1) 7,658; 2) 22,105; З) 74,115; 

4) 47,210. 45.1) 600, 2) 270, З) З80 , 4) З20 . 46.6,21. 47. и:::: 

7 48 J2 +.16 7 З Г::) З 1 :::: 2,5 ·10 мІс. .1) 4 ; 2) 25; ) 2 -"З ; 4 Jlo' Jlo ' 

Гз Гз J2 .1 
З; 5) -0,4 - О,З З або -0,4 + О,З З; 6) 1; 7) 2; 8) -4; 9) 4; 

10) ~ + 1 .49. 1) сов ~; 2) ctg а· ctg ~; З) 2 sin 260; 4) tg 4а; 5) сов 2а; 

6) /21 сов 4а І; 7) ~ tg 2а; 8) 4 сов х sin З; соз ~ ; 9) sin 2а; 10) 1; 

11)lsin2al; 12)соз2а; lЗ)2; 14)сов2 а; 15) ctg 4а; 16)1; 17)2/2 х .. 
х sin ~ сов( ~ - : ); 18) 2 соз а; 19) 21 ctga І; 20) 2 sin 2а; 21) tg ~ ; 

22) tg2 а. 50.1) 2 sin а COB~; 2) 2 sin2 з4а ; З) 2 sin2 ( : + 5~ ): 

J2 sin (.!!. - а) гn ( а 7t ) 
4) 4; 5)2v2sin~2 sin 2-4 ; б)-tgаtg2аtgЗа; 

cosa 
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(X-~ 
7) ctg2 -2-; 8) 4 соз 0,5х соз Х соз 2,5х; 9) -4 sin 250 sin 50; 

10) J2lcos ( (Х- ~ )1; 11) 2cos (а + ~) sin а sin~; 

12) 4Sіп({ -а) Sіп({+а); 13) tg4 a; 14) 8СОS4(ХSіп2 ( ~-4а ) ; 
cos2 ех sin 2 4ex 

15) 4 sin2
( ~ +2а); 16) tg ( а+ lп2) ctg ( а- 1п2)' 52. 1) ; ; 2) - ; ; 

З1t 1t 1t 1t 1t З1t З1t 
3) ""4; 4) 4; 5) "6; 6) -4"; 7) "6 ; 8) 5; 9) 7' 53. 1) а ~ О; 

2) Ь < О. 55.1) R; 2) - ~ $ Х $ :. 57. 1) Х = пп; 2) ±(п -
- arccos 0,4827) + 2nп, n е Z; 3) Х = пп, n е Z; 4) Х = - arctg 0,5 + 

1t 1п 1t + пп, neZ;5)x=2+nn' neZ;6)x=(-I)n+ 4 +n"2,neZ; 

1 1t 2п 7) Х = (-I)n+ 4 + пп, n е Z; 8) Х = - т + 4nп, n е Z; 9) Х = 
1t 1t 2 1t 

= ±"3 + 2nп, n е Z; 10) Х = ±"9 +"3 пп, n е Z; 11) Х = "3 + пп, 
1t б1t 

n е Z; 12) Х = "6 - 1 + пп, n е Z; 13) Х = ±""6 + 2nп, n е Z; 14) Х = 

1 1t 1t 
= (-I)n+ "6 + "6 + пп, n е Z; 15) Х = -arctg 0,6009 + пп, n е Z; 

16) Х = ± 1~ + ~п, n е Z; 17) Х = (-1)11 arcsin 0,2753 + nk, k е Z; 
. 1t 1t nп 

18) розв'язюв немає. 58. 1) Х = - 4 + пп, n е Z; 2) Х = "6 + Т' 
1t 1t 1t 

n е Z; 3) Х = 2 + 2nп, n е Z; 4) Х = ±"6 + пп, n е Z; 5) oXl = "2 + 

- (1)" . гз -1 k Z· 6 _ k7t -+ пп, Х2 - - arcslll-
2
- + kn, n, е, ) Х} - 2 ' х2 -

2п 2п 1t 1t 
= ± т + 2nп, k, n е Z; 7) Х = ± т + 2nп, n е Z; 8) Х = "6 ± "3 + 

1t 
+ 2nп, n е Z; 9) Х = 2nп, n е Z; 10) Х = пп, Х = "3 + пп, k е Z; 

n 1t 7 
l1)х= 2+ kп, х= -4 + kп, k, nе Z; 12)x=arctg"8 + пп,, 

n е Z; 13) Х! = 1800 k - 450, Х2 = 1800 n + 56019', k, n е Z; 14) Х = 

2п 1t 1t 
=±T+ 4k7t,k,neZ; 15)Х=±4 +nn,neZ; 16)Х="8 + 

+(-1)"+1 ~ + k
2
1t ,keZ; 17)х=- ~ + n2п ,neZ; 18)х=2nп, 

n е Z; 19) Х! = n + 2nп, Х2 = ± ~п + 4kn, n, k е Z; 20) розв'язків 

немає; 21) Х! = п+ 2nп, Х2 = - ~ + kп, k, n е Z; 22) oXl = ~ + 2nп, 

260 



1 7t 7t 
Х2 = -2aretg-g + 21m, k, n Е Z; 23) Х = - 6" + пп, n Е Z; 24) Х1 = "2 + 

7t 7t nп 
+ пп, Х2 :::: -"6 + kn, n, k Е Z; 25) Х = 4" + 2' n Е Z; 2б) Х = 2nп, 

7t 2п З7t 
n Е Z; 27) Х1 :::: "3 + 2kn, Х2 :::: 3 + 2nп, Хз :::: 2 + 2тп, k, n, 

2 7 m Е Z; 28) Х1 :::: arctg -g + kn, Х2 :::: arctg -g + пп, k, n, Е Z; 
7t 29) Х = -2 arctg 5 + 21m; 30) Х1 ="2 + 2nп, Х2 = -2arctg 2 + 21m, 

7t nп -1+& n, k Е Z; 31) Х1 = 6" + 3' Х2 :::: ±arccos 4 + 2тп, 

-1-& 7t 
ХЗ = ±агссое 4 + 2k1t, k, n, т Е Z; 32) ХІ = -"'4 + пп, Х2 = 

= 1m, n, k Е Z; 33) Х1 = 1m, Х2 = ft (2n + 1), n, k Е Z; 34) Х1 = - ; + 
nп 7t 

+ 2nп, Х2 :::: n + 2kn, n, k Е Z; 35) Х:::: 2' n Е Z; 3б) Х1 :::: "2 + пп, 

Х2 :::: arctg 3 + kn, n, k Е Z; 37) Х:::: ~ + пп, n Е Z; 38) розв'язків 
7t 7t 

немає; 39)"2 + пп, n Е Z; 40) Х1 :::: 1m, Х2 :::: 4" + пп, k, n Е Z; 

41) Х:::: : + пп, n Е Z; 42) Х:::: «-lf - 1)~ + пп, n Е Z; 43) Х :::: (1 + 
VI 7t 1m 7t nп + (-I Г)18 + 3; 44)х:::: S(4k+ 1).59.1) 4' nЕZ;2)роз-

в'язків немає; 3) Х1 :::: 2nп, Х2 :::: (-I)k ~ + 21m, n, k Е Z; 4) Х :::: 
2 7t :::: 3" пп, n Е Z; 5) Х1 :::: 4" + пп, Х2 :::: arctg 5 + kn, n, k Е Z; б) Х :::: 

Гз 7th 7t :::: arctg( 3 - 2) + пп, n Е Z; 7) Х1 :::: 3' Х2 :::: '7 (2k + 1), k Е Z; 
7t 7t 7t 8) х:::: -g (3k ± 1), k Е Z; 9) Х1 :::: 10 (2k + 1), Х2 :::: 6" (2n + 1), k, 

. n Е Z; 10) Х :::: 2nп, n Е Z; 11) Х1 :::: ~ + пп, Х2 :::: arctg 2 + kn, n, 
7t 7t 1m 

k Е Z; 12) х:::: "2 + пп, n Е Z; 13) х:::: 4" + пп, n Е Z; 15) х:::: Т' 
7t kn 

k Е Z; 1б) Х = 2тп, m Е Z; 17) Х = 6" (3k ± 1); 18) Х = 10' k Е Z; 

19) Х = (-1~; + kn, k Е Z; 20) розв'язків немає; 21) Х1 = ~п, 
Х2 = ~, хз = ; + тп, n, k, m Е Z; 22) Х = ~п, де m = 3l, m = 

= 3l+ l,lE Z; 23)Х1 = ±J2~+1 п,х2 = ±J k
5
7t ; 24)Z1:::: ~ (2k+ 1), 

7t 7t 7t 
z2 = "2 (2n + 1), k, n Е Z; 25) Х1 = "2 + 2nп; 2б) Х 1 = 4" + kn, 

7t 7t 
Х2 = (2т + 1)n, хз = "2 + 2nп, k, т, n Е Z; 60.1) Х = "2 + kn, у = 
= ; - kn; k Е Z; 2) Х1 = ~ + 2ln, У1 = ~ + kn; Х2 = - ~ + 2ln, 

З7t 7п 7t 
У2 = 2 + 2kn, k, 1 Е Z; 3) Х = 6" + пп, у = - 6" + пп, n Е Z; 

4)x1=(-I)k~ +kn, У1=±2з7t +2nп; x2=(-1)k+1; +kn, 
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7t 7t (_1)k 2-ЗГз k7t 
У2=±3" +2n7t,k,nEZ;5)x=-6" + -2-arcsin +-, 

k гз 6 2 

У = ..!!. + (-1) arcsin 2-З З +.!ш. kEZ' 6) х = ±..!!. + 4k1t 
6 2 6 2' , 1 2 ' 

УІ = 2п + 4nп, k, n Е Z, Х2 = 2п + 4рп, У2 = ± ~ + 4q1t, р, q Е Z. 
4п 1t 1t 7t 

61. 1) - 3 + 2k1t < Х < 3" + 2k1t, k Е Z; 2) -"4 + nп < х < "2 + 

+ nп, n Е Z; 3) розв'язків немає; 4) - ~ + nп < х < arctg 2 + nп, 
1t 7п 7t 

n Е Z; 5) "4 + 2nп < х < 4 + 2nп, n Е Z; 6) 3" + 2nп < х < 
2п 2п 1t 1t 

< 3 + 2nп, - 3 + 2kп < х < -"3 + 2kп, n, k Е Z; 7) - "4 + 2nп < 
7t 7t 5п 7t < Х < "4 + 2nп, n Е Z; 8) "3 + пп < х < 3 + nп, n Е Z; 9) -"2 + 

1t 1t k7t 1t k1t 1t 
+ kn < х < "2 + kn, k Е Z; 10) "8 + 2 < х < "4 + 2' "4 + 

k1t З1t k7t 7t 
+ 2 < х < 8 + 2' k Е Z; 11)"4 + k1t < х < arctg 2 + k1t, 

1t 1t 1t 5п 
k Е Z; 12) 6" + k1t < Х < "2 + k1t, "2 + k1t < Х < 6 + kn, k Е Z; 

63. 1) 4; 2) 0,4; З) 0,04; 4) 0,004; 5) !;' 6) і; 7) 1 ~ ; 8) 1,8; 

9) 1,25; 10) 0,11; 11) 1,5; 12) 1,4. 64. 1) 6,З; 2) 1,91; 3) 61; ' 

4) : . 65. 1) ±0,5; 2) ±1,5; З) ±0,7; 4) ±1 ~ . 66. 1) так; 2) ні; 
З) так; 4) так; 5) ні. 67. 1) а ~ О; 2) а $ О; 3) будь-які дійсні 

числа; 4) х $ О; х ~ 5; 6) х> 4. 68.1) 10; 2) З; З) 2; 4) 1; 5) -1; 

6) О; 7) 0,1; 8) -1,5.70.1) 28; 2) 0,2; З) 16,7; 4) -20.71.1) - W ; 

2) - vi ; З) - ~2a .72.2) І а -61; З) 1, якщо а > О; -1, якщо а < О 
і n парне; 1, якщо а < О і n непарне. 73. 1) 10; 2) 2; З) хЗ; 4) З; 

5) ~ ; 6) 1,5. 74. 1) 10; 2) О,З;З) 1,5; 4) З. 75. 1) 1(;;9 ; 2) lV25 ; 

З) 2'{2 ; 76. 1) J7 ; 2) 'if36 ; З) т; 4) ~ а 2ьЗс 4 .77. 1) lf36 ; 

1'{3і ; 1'{іЗ; 2) V16a 4 ; V8a 3 .78.1)14; 2) 1~ ; 3) 2; 4) 2; 5) 3. 

79. х4 + у4 • 80. 1) О; 2) 2.fї5 . 81. 1) v6 , vв ; fJ9 . 82. 1) аm-n ; 

2) са-ь ; З) а -4 ra. 83. 1) (-f; 2) 1; З) 2Ь; 4) 15 - а І = а - 5; 

1 
5) 1 - х, якщо х = "2' х - 1, якщо х = 4. 85. 1) плюс; 2) плюс. 

86. f (2+/З)5 . 87. 1) m2 t' m 2 n 2 ; 2) 2ь2 ,r;;з;;з; З) ;~ ~ ::ь ; 
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4) 2(m + n)~З(m-n) ; 5) a2~a3 ; 6) а 2 (n - l); 7) aXb3~a2z3 . 

88. х2 V 2сх 3 ,якщо Х < О і с < О, то х3 < О і х2 > О; тоді підкореневий 
вираз залишається додатним, а весь вираз - від'ємний -х2 V 2сх 3 ; 

Х і с не можуть мати різних знаків, бо в цьому разі під коре­

нем четвертого степеня було б від'ємне число. 89. аЬ 'v а - Ь . 

90. х < О. 91. 1) , т; 2) f9; З) 5,f4; 4) ~2a3 ; 5) (5Ь4; 
6) J(a+b)3 . 92. 1) (;;3; 2) tfiO; З) 1'Q" = з.r;; 4) 2ct;;5 = 

= Va. 93. 1) ..lJabc2 ; 2) 1 ~m(a2+ь2)2. 94.1) V4a 12b ; 
с 2 а 2 +ь2 

2) J'з-а-2 (-а-+ь-)2-. 95. 1) 9,ff;4; 2) - J2a(a - 2). 96. 1) v5 > 
V а-Ь 

> J2V3; 2) з,[7 < JзV2 .97.1) - J 2(х+у) ; 2) ~4a3(x _ у) 4 
у-х 

98.1.102. 1) ~ГxY ; 2) VX 2y 2 ; З) 2ьа V'-5a-b-2-c . 
у с 

103.1) _l-Va(a+b); 2) { а, а > 2Ь. 104. 1) y2~x2y2 ; 
, , а+Ь - а, а < 2Ь 

2) (Гх + ГаУ (1 + х '- Jax + а r . 105. - Гх. 106. 1) так; 2) ні; 
З) ні; 4) так. 109. Ні. 110. 9 при х = 5; 1 при х = ; . 112. 1) так; 

2) ні. 113.1) 210 ~15a4; 2) 08 ~ 14а 5 • З) 41 abJ2ab . 
, Ь 3 ' 

114.1)61~; 2) 2Va21b7 ; З)а- 2t{;5 +Va 2 . 

115. 1) 6~4000a26 ; 2) 2Vm5 ; З) а2 - Ь. а ~ Гь. 116. 1) ~ /2 ; 

2) af; з)за~а2; 4) J~n; 5) ~(5+J7); 6) 15-Гз. 
'- 1- 5а (а/7 +2Га) 5 (а/7 +2Га) 

117. 1) 2 "5 + ,,7 ; 2) = 7 4 ; 
7а2-4а а-

З) l(З+2/2 -15 -J1O). 4) (7 га _2Гь)2 . 5) 7 (W4 +V2 +1)' 
2 '49а + 4Ь ' , 

6) (а 2 + ах + х 2 ) (Га + Гх). 
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2Гз+ЗJ2+ГзО. 2)_х2 + Jх4 -а4 3 1 
12' 2 ' 119. 1) 7 Г:: ; 2) ---r,:-; 

а 2ab~a3 ,,6-1 

3) 41 . 4) 5 . 5) х . 
(3Гs +2)2' з/7 +212' J х+х2 +Гх ' 

6) гз іі .J2 ; 7) 1 . 120. 1) 4; 2) 28; 3) 16; 
55 3-28 6-54 2+96 ( ГZ-)2 

x-~x~-1 

4) 16; 5) 1; 6) а + ь2 • 121.1) 4; 2) 7. 122.1) 16 і 8; 2) - 0,5. 

123. 1) розв'язків немає; 2) - 2. 124.6. 125. 1) 2; 2) ~ . 126. 1) - ~ ; 

і . 3) а і - Ь; 4) - 1 і 3. 127. 1) 2; 2) 6. 128. 1) - 1 і - і; 2) 2af2 . 

129.1) О; 2) 62.130.1) - ~ і 3; 2) О і 1; 3) 0 , 1,8,9; 4) 3а і 4а . 

134.1) ~ і 1; 2) коренів немає. 135.1) -1; 2) -2; 3) О; 4) -6, -5, 

11 1 -2 .136.1) 1, -3; 2) ±21; 3) 5 ~ х ~ 10; 4) 3.137.1) 8; 2) 1, 

-6; 3) 32; 4) 64 . 138. 1) (9; 4), (4; 9); 2) (1; 4), (4; 1); 3) (8; 2), 
(2; 8). 139.1) (1; 9), (9; 1); 2) (5; 20), (20; 5); 3) (1; 64), (64; 1); 
4) (-1; -64), (64; 1). 141.1) (4; 9), (9; 4); 2) (1; 4), (4; 1); 
3) (9а2 ; а2 ); 4) (4; 1). 142.1) (3; -2; 6); 2) (16; 1); 3) (16; 1), (1; 16); 

4) (J1O ; Jб), (J1O ; - J6 ). 143. 1) ( 2з5; 1з6 ) ; 2) (2; 3); (-2; - 3); 

(2; -3); (-2; 3); 3) (5; 3), (5; 4); 4) (5; 4; 5). 144.1) [1; 5); 2) (-оо ; - 2), 

9 (14; +оо); 3) [- 2 ; 2); 4) [-2 ; 2) 5) [2 ; 3); 6) ( -оо ; -2], [5 ; 513)' 

145.1) а16 ; 2) х7п ; 3) Ь3 ; 4) сп; 5) а2 ; 6) ь2 • 146. 1) 16x12y8z\ 

_ 27 а 4 64х3у 6 
2) 27a6bI 2c l :> . 3) - - ' 4) -- . 147. 1) а8 • 2) - . 

, 125 ' 16ь 4 ' , 125z9 ' 

22п - 1 ь 2 4а 1 
3) а,l(п - 1); 4) - з2п - 1 • 148. 1) 1; 2) ~ ; 3) зь 2 х ; 4) 32 . 149. 1) а-m ; 

16а 8 

2) 10- 12; 3) - 12- ; 4) 2х3 • 150.1) а 1 2 ; 2) 625а4 Ь8с 12 ; 3) рm(211 - 1); 
Ь 

5 5 - 3а 4 
+1 16 2 24а 8ь 4 

4) 4 m n:!; 5) 8; 6) а 2 .151.1) 81а 8ь36 ; 2) 15х 11; 3) х 7 у8 ; 

х 2 

152. 1) 4а6х + аХ + 1 Х + --'-'--- -
16a 2(2X - l) 
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( С + х)m ( а2 ь 4 J-1 

~ _ 1. 2) --ь .155.1) - 2- .156.1) х4 ; 2) а 12 ; 3) Ь 4 ; 4) а-4 ; 
а - 2Ь +а 

16 _-1.. _.2 37 II 
5) с2 ; 6) 25 . 157. 1) х 15 ; 2) Р 7 q 28 ; 3) ь2 • 158. 1) 3 R ; 

61 17 2 19 2 

2) 27·125-2. 159. 1) а - 60 ; 2) 2 а - 8 Ь 3" . 160. 1) 1; 2) а 20 х 15 . 

1 1 

161.1) 9; 2) 32; 3) 15; 4) _1 . 163.1) 22 -1 ; 2) -}-- ; 3) ~; 
а2 5 Х 2 + З а+ -1 

J. 1. 1. 1 1 
4) lЬ З ! . 164.1)ах 2 + а 2 х ; 2) 4- у 3 .165.1)ь4 _ с4 ; 

а З -Ь З 

2} а t - ь t . 166.1} ( а - 3 t J( а+ 3 t} 2} ( ь t -5 J( Ь t + 5 } 

з+t - 2І) +2} 4} е - bt)( a t +bt } 167.1}l; 

1 1 1 

2) х- у . 169.1)х - 2 х 2 у 2 + у; 2) х- 2 - 2х- 1 у "2 + у. 

1 1 1 ( 1..1) 
170. 1) а "2 ( а "2 + 1) ; 2) ( 5 - Ь 3" ) 25 + 5Ь 3 + Ь 3 ; 

3) 63" З 3" -63" з "3 + 6"3 ; 4) а "2 2 2 - 5 2 • 2( 1 1}( 1 1) l( 1. 1.) 171.1)5; 2) 41. 

172.32. 173.1) О; 2) (Гm - Гn)2 ; 3) у2 ; 4) Х + 1; 5) ?~; 
lуа 2ь 

6) ~ -1. 174.1) 6; 2) 4,5; 3) - 4; 4) 4; 5) 2,5; 6) : ; 7) ~ ; 8) 3 

і 4; 9) - 2 і 1; 10) - 2; 11) 1,5; 12) 5; 13) 1; 14) 1; 15) 3; 16) 2; 
17) 11; 18) - 4; 19) 35; 20) 3; 21) 9; 22) 2; 23) 2; 24) 4; 25) 1; 

26) 9; 27) розв'язків немає; 28) 1; 29) - 3; 30) - ~ ; 31) 3; 32) 1 і 2; 

33) - 1 і 1; 34) - 2 і 2; 35) - 2 і 2; 36) 1 +~ ; 37) 2; 38) О; 39) 3 і 

9; 40) х = (- I)n + 1 ; + + пп, n Е Z; 41) 3; 42) 0,5; 43) ~ ; 44) О; 

45) 1; 46) - 2; 47) О і ~ ; 48) - 4 і 10; 49) 10; 50) - 2,5 і 3. 
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175.1)х >- I; 2)х > 0; 3)х<2; 4)х < -2; х > 3; 5)х > 0; 
2 3 6) х ~ 3; 7) х > -"3; 8) х < -3; х > 1; 9) х ~ -4; 10) х < 2"; 

10 . 6 
11) х < - 4; х > 2; 12) х Е R; 13) -7 < х < 10; ·14) х > 11; 
15) х < - 0,25; 16) - J2 < х < J2; 17) -1 < х < 7; 18) 1 < х < 2; 

19) (- ~ ; 1); 20) х> i~; 21) (О; 1); 22) (-оо; - 7,5) і (-0,5; +00); 

23) (О; +00); 24) (-оо; 6); 25) (1,5; +оо); 27) (- 3; +00); 28) (О; ' 2]; 

29) (-оо; - 1]; 30) [О; 1]; 31) [- Гз; Гз]; 32) (О; +оо); 33) (О; f<>o); 

1 34) [О; 4]; 35) (- 1; О) U (О; 1). 177.1) 4 = lоgз81; 2) -2 = 10g416.; 

11 · 3) "3 = logs2; 4) "3 = log273. 178.1) 3; 2) -1; 3) О; 4) -1; 5) 9; 

6) -7. 179.1) -2; 2) 3; 3) -4; 4) 6. 180.1) 25; 2) 216; 3) 16; 4) 1; 

1 5) 8; 6) 0,001. 182.1) log 1. 2,25 = -2; 2) log0•10,01 = 2; 3) logs 2 = 
з 

1 1 1 1 
= - "3 ; 4) lоgз4з 7 = "3' 183.1) 1; 2) -3; 3) 4; 4) О; 5) -5; 6) "2; 7) - 2 ; 

1 1 1 1 . 
8) -22' 184. 1) "3; 2) 3"; 3) 4; 4) 2' 185. 1) так; 2) так. 

186.1) 2; 2) 2. 187.2. 188. 1) -2; 2) -2; 3) 2 і; 4) -2; 5) 1; 6) О; 

1 3 1 
7) 2; 8) "5' 189. 1) 81; 2) 25; 3) 1,25; 4) 4; 5) а + 1; 6) 729. 

111 
190. 1) "3; 2) 32; 3) lі 4) 343 ; 5) 216; 6) 8. 191.1) -1; 2) О. 

3 1 192. 1) 8; 2) 1 7 ; 3) 2; 4) 2; 5) 0,8; 6) 3. 193. 1) 10; 2) 7; 3) 5; 

1 4) 3; 5) 7; 6) 8. 194. 1) 5; 2) 7,4; 3) 2; 4) 64; 5) 24; 6) 1,25. 
4 195. 1) 0,3; 2) 9; 3) 1,5; 4) 7. 197.1) 20; 2) "5' 199.1) Iga + 31gb-

111 
- 21gc; 2) "51ga - 19b - 21gc; 3) 21ga + "3 19b; 4) 31ga + 2" 19b + 
111 3 

+ 21gc - 21g(a + Ь). 200. 1) 21ga + 21gb + 21gc - Ig3 - "51g(a + 

+ Ь); 2) Ig2 + ~ Iga - ~ 19b; 3) V1,2 Ig0,6; 4) ~ Iga + ; 19b. 

3 2 1 3 
201. 1) Ig3 + 15 Iga + 5 1g(a + Ь); 2) "3 (lga - 19b); 3) 2"lga + 

155 + 21gb; 4) -1 6 .1ga; 5) "8 (lga - 19b). 202. 1) Ig1220; 2) 1. 203.2. 

204.1) 2; 2) 2. 206.1) 7а5
З ; 2) 12; 3) Ja+b; 4) 2(:;Ь) . 

а 2 Ь З 

266 



207. 1) ~ ; 2) 2аЬ3 
• 

~(a+ь)2 .(;2 зllЬ-а 

2~b6(a-b) 7 . 
2) а16 ' 209. 1) 3; 2) 19' 210. 1) 2; 2) 4. 216. 1) х > 2; 

2) х < 5. 217. Додатний. 219. Число N у 100 разів більше, ніж 
число М. 220. 1) (-2; +00); 2) (-оо; +00); 3) (-2; 2); 4) (-оо; +00). 

221.1)(-00; -2); . (2; +00); 2)(-2; 3); 3)(-1; 2); 4)(-~;t). 

222.1) ( -00;-2 ~), (5; +00); 2)(-00; -1), (3; +00); 3)(-~; -2,5), 

(1; +00); 4) ( -оо; ~), (3,5; +00); 5) R, крім х = О; 6) R, крім х = О. 
228. 1) 4; 2) 3; 3) -2,35; 4) розв'язків немає; 5) О; 1; 6) 3; 7) 15; 

8) 1 і 125; 9) 100 і 1000; 10) 9 і 1; 11) 100 і 0,01; 12) 10 і 0,0001; 

13) 1010; 14) 10 і 0,001.229. 1) 6,5; 2) 4,5; 3) 1; 4) ~ ; 5) 3; 6) 14 
і 6; 7) 10; 0,1; 1000; 0,01; 8) 100 і 0,01; 9) 1 і -3; 10) О; 1; 4; 

11) 13; 12) коренів немає; 13) 10; 100; 14) ~ ; 15) 0,0001 і 10; 

16) 80. 230. 1) -3; 2) 95 і 5; 3) 100 і 108; 4) 8; 5) 3,5; 6) 4; 7) 4; 

8) ~ і 16; 9) 2; 10) 3; ~-8; 11) 3; 12) 100; 13) а- 1 і а2 ; 14) 10 

і /0 ; 15) 3; 2; 16) 2; 3; 17) 1; 103; 10-2; 18) 1; 19) - ~ ; 20) 6; 

21) 1; 22) 3. 231. 1) (100; 10); 2) (2; 5), (5; 2); 3) (1; 2), (2; 1); 

4) (2; 1). 232. 1) (6; 8), (8; 6); 2) (2; 18), (18; 2); 3) (112;:)' 
541 233.1) (129; -129); 2) (4,5; 0,5); 3) (27; 4), (8f; -3); 4) (5; 5); 

5) (3; 9); (9; 3); ~) ( :; ~ ); 7) (4; 16); 8) (5; 5); 9) (6; 8), (8; 6); 

10) (9; 7); 11) (8; 4); 12) (2; 4). 234.1) О < х < 81; 2) х > 25; 

3) х > *; 4) О < х < 0,027; 5) (О; 3); 6) (ViO; +00); 7) (5;+00); 

( 3. 1-т) (1+т. 4) 8) (0,001; +00); 9) (-3; -, 2 ; 2'; 10) (-3; 1); 

11) 3 < х < 5; 12) розв'язків немає. 235. 1) (О; 1); 2) (7; +00); 
3) n > 3; 4) х < 4; 5).1,6 < х < 5; 6) х > О, крім х = 1; 7) х > О; 

8) х> 2; 9) [~ ; 8]; 10) (О; 0,001), (10; +00); 11) (2; +00); 
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12) 3 < х ~ 81. 236. 1) (О; 3), (9; 12); 2) (-оо; -4), (2; +00); 

3) 3 < х < 4; 4) (О; 1), (8; 9); 5) (1; +00); 6) -3 < х < - J2,5 , 

J2,5 < х < 3; 7) (-оо; -1]; [2; +00); 8) (О; 1); 9) 2 ~ х < 11 ; 

4 ~ х + оо; 10) (f < х < 1; 11)(1; 2); 12) х > О; 13) 2 + .J2 < х < 4; 

14) 1 + J5 < х < +00; 15) 0,1 < х < JЇO, х> 100; 16) (3; 4). 

ZЛ.l)-оо<х<+оо; х"# 1; 2) -00< Х ~ -Гв; O~x~ Гз; 3)-1 ~x< І, 

х = 2; 4) І х І> 2; 5) - ~ ~ х ~ 1; 6) х > О, х"# n, n = І, 2, ... ; 

7)lх -knl ~ ~, kE Z; 8) 4k2n2~x«2k + 1)2п2, k = О, 1, 2' .. . 

238.1) Непарна; 2) парна; 3) не належить ііі до парних, ні до 
непарних функцій; 4) непарна; 5) парна; 6) непарна. 

241.1) ±зоо + 1800 k, k Е Z; 2) ±180 53' + 900 k, k Е Z; 3) ±~ + 

n пп n n 
+ kn, k Е Z; 4)(-1)Л24" + 4' n Е Z; 5) х = -"4 + пп; х = 12 + 

пп n 2 пп n 2 пп n 
+ 9' n Е Z; 6) х = "9 + -З-; х = - 3 + -з-, n Е Z; 7) х = -"2 + 

+ 2kn, k Е Z; Х = 2mп, тЕ Z; 8) х = ± ~ + ~n, n Е Z; 9) х = 

:;; arctg 2 + пп, х = arctg (Jб - 1) + пп, х = arctg (Jб + 1) + 

пп пп (2n+ l)п 
+ пп, n Е Z; 10) х = ""8' n Е Z; 11) х = 3' х = 10 ' n Е Z; 

12) (_1)Л+l arcsin гз -1 + (4n+l)п n Е Z· 13) х = 1!. + 2nп. х = 
2/2 4' , 9 З' 

n 2nп n 2kn n 2kn 
= - 3 + -з-, n Е Z; 14) х = "6 + -з-, х = 14 + -7-' k Е Z; 

(2n+l)п (2k+l)n n 
15) 11 ; х = 25 ' n Е Z, k Е Z; 16) "4 + пп, n Е Z; 17) х = 

=-~ +kп, х=(-I)Лагсsіп(2- J'2)+nn,kEZ,nEZ; 18)х= 
n 5п n = "2 + 2mп, тЕ Z; 242.1) 6 + kn < х < п+ kn; k Е Z; 2) - 3+ 

n n n 2kn 
+ пп ~ t ~ 3 + пп, n Е Z; 3) -"4 + k1t < х < 12 + kп, k Е Z; 4) -З--

n 2 kn n n Зп - "6 < х < -З- + 18' k Е Z; 5) 8" + kn ~x ~ ""8 + kn; k Е Z; 

6) ~ + 2nп < х < 5зП + 2nп, n Е Z. 243. 1) х = 4; 2) х = 10; 3) х = 4; 

4) х = 3; 5) х = 7; 6) х = -1; 7) х = 1; 8) не має розв'язків; 9) - ~~ . 
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Ш.1) х Е (-оо; ~) u (1; +00); 2) х Е [О; 3]; 3) х Е (2; 2 Б); 

4) % Е [-4; 3-;'2) U (1; +00); 5) % Е (О; 2) U ( - ~ ; 1l-f5з ): 
б) % Е ( -3;Jб ; 1): 7) % Е (1; 2); 8) х Е ( 1з7 ; + оо ). 245.1) % = 1; 

2)%= log 2' 3) 19225-1g31. 4)х= 1Q.. 5)%= 2 5' б)х = 
. 2.5 ' 196,25 , 31 ' , , 1 

= log218 - log217; Х2 = 1; 7) % =±3; 8) % = 3; х = 4; х = 5. 

246. 1) % Е (-оо; О) U (5; +00); 2) % Е (О; 2]; 3) х Е (-оо; 2) ; 4) х Е (2; 

3) U (4; +ОО); 5) х Е (О; 1); б) % Е (О; +ОО); 7) % Е (1; +ОО); 8) % Е (-оо'; 

1 7 2); 9) х Е (-оо; 1). 247.1) 24,5; 2) 14; 3) 1; 3; 9"; 4) 2; -4; 

5) - 116 ; б) не має розв'язків; 7) 0,2; 8) 31; 9) 0,01. 248.1)(15; +ОО); 

2)(100; +ОО); 3) (2 - Г2; ~]u [143 ; 2 + Г2); 4) [ 1 ; ~ )U(l; Л]; 

5) (-~; -4) U (3,5; +~); 6) х > 27; 7) ( 2~ ; ~ ) u (1; 2.12); 

. 28 
8) (lоgз 27; lоgз4 ; 9)(-3; l)U (3; 4). 
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u 

sin u 
cos u 
tg u 
ctg u 

Формули половинного аргументу 

Sln - = _ . cos - = _ . х +J 1- cos х х +J 1 + cos х 
2 2' 2 2 

tg~ =+ 2 -
1 - cosx 
1 + cosx 

Х sin х tg- = -'----
2 1 + cosx 

1 - cos х 
sin х 

Формули перетворення суми' і різниці 

тригонометричних функцій 

. . 2' х+у х - у Sln х + Sln у = Sln 2 cos - 2- ; 

sin х - sin у = 2 cos х + у sin х - у . 
22' 

х+у х-у 
cos х + cos у = 2 cos 2 cos - 2- ; 

cos х -cos у = - 2 sin х; у sin х ; у . 

tg х + tg У = sin(x.+ у) 7t 
Х, у -:;:. .- + пл n Е 

cosx cos у 2 ' 

tgx - tg У = sin(x - у) 7t , Х, У -:;:. "2 + пл, n Е 
cos х cosy 

Формули зведення 

~ +a л+а З7t + а -а ~ -a л-а 
2 2 2 

cosa - sina - cosa - sina cosa sina 

- sina - cosa sina cos а sina - cosa 

- ctga tga - ctga - tga ctga - tga 

Z; 

Z. 

З7t + а 
2 

- cos а 

- sina 

ctga 

- tga ctga - tga - ctg а tga - ctga tga 



Формули перетворення добутку на суму 

1 sin х sin у = 2 (cos (х -у) - cos (х + у»; 

1 
cos х cos у = 2 (cos (х -у) + cos (х + у»; 

sin х cos у = ~ (sin (х -у) + sin (х + у». 

Співвідношення між sin х, cos х і tg ~ 

2tg .!.. 
sin х = __ -=2=--, 

1 + tg 2 .!.. 
2 

1 - tg 2 .!.. 
cos Х = __ ---'2:..,. , 

1 + tg 2 .!.. 
2 

х :;; (2n + l)п, n е Z; 

х:;; (2n + l)п, n е Z. 

ОСНОВНІ ВЛАСТИВОСТІ ЛОГАРИФМІВ 

log 1 = о· log а = 1· 
а ' а ' 

х 
log - = log х - log у, якщо х > О, У > О; 

а у а а 

loga х = 
10gb х 
10gb а ' якщо х > О, Ь > О, Ь:;;l· , 

a1og
•
x = х, якщо х > о. 
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